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前言

为深入贯彻落实习近平总书记关于教育的重要论述和全国教育

大会精神，贯彻落实中共中央办公厅、国务院办公厅《关于深化新时

代学校思想政治理论课改革创新的若干意见》，把思想政治教育贯穿

人才培养体系，全面推进高校课程思政建设，发挥好每门课程的育人

作用，提高高校人才培养质量，2020 年 5 月，教育部印发了《高等

学校课程思政建设指导纲要》，纲要中指出“理工类课程要在教学中

把马克思主义立场观点方法的教育与科学精神的培养结合起来，提高

学生正确认识问题、分析问题和解决问题的能力，要注重科学思维方

法的训练和科学伦理的教育，培养学生探索未知、追求真理、勇攀科

学高峰的责任感和使命感”。

《数学分析》是数学与应用数学专业的专业基础课。教学时间长、

理论严谨、系统性强。本课程以极限理论为基础和工具，以实数理论、

微积分学、级数等为核心内容，通过各教学环节，使学生掌握数学分

析的基本概念、基本理论和基本方法，培养学生的抽象思维、逻辑推

理及分析运算能力，提高应用微积分学这一工具解决实际应用问题的

能力，为学习数学与应用数学专业其它课程打下良好基础。《数学分

析》课程 2010 年被评为校级精品课程；2021 年被评为校级线下一流

课程；2024 年被评为省级线下一流课程。《数学分析》课程团队教

师以近 15年课程教学实践为基础，探索将课程思政教学案例融入《数

学分析》的切入点，研究教学过程中的思政育人方法，丰富和完善课



程思政体系，将思政元素以润物细无声的方式引入到《数学分析》的

课程教学之中，并总结了教学中的优秀案例构成《数学分析》课程思

政案例库。

《数学分析》课程思政案例库由课程团队成员孔亮、岳毅蒙、卢

晶、李超、王瑞老师合作完成。邀请我校数学与计算机应用学院具有

相关学科和研究经历的正高级职称教师对案例进行逐一审核评价。在

《数学分析》课程教学中，将进一步挖掘专业素养、科学精神、人文

情怀等思政元素，帮助学生塑造正确的世界观、人生观、价值观，实

现价值引领、知识传授和能力培养的统一，提高课程教学质量和人才

培养质量。
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案例编号 20031101-001

案例标题 实数

案例来源 原创

内容简介
介绍国外著名数学家，如笛卡尔、牛顿和拉格朗日等；国内数

学家华罗庚、陈景润等的突出贡献；介绍实数的发展史.

关 键 词 数学家；实数

编写时间 2021-3-1

编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 激发学生的爱国精神，科学精神和创新精神.

素材长度 1249

案例正文

案例一 中外数学家.科学的发展，凝聚着科学家的辛勤劳动.

《数学分析》课程的教学内容，无疑也是历代数学家们呕心沥血的

研究成果.

笛卡尔（Descartes） 创立了直角坐标系，对西方现代哲学、物

理学、力学、天文学和数学方面有着的杰出的成就；德国数学家狄

利克雷(Dirichlet) 在分析学、数论和数学物理方面的突出贡献；中

国古代的数学家刘徽、祖冲之等在数学上有卓越的贡献；数学分析

的主要奠基者魏尔斯特拉斯(Weierstrass)对分析数学有着重要的贡

献；数学家、物理学家牛顿在创立了微积分；意大利数学家拉格朗

日 (Lagrange)在数学、力学和天文学三个学科中有着突出贡献；柯

西(Cauchy)对微积分学、整个分析学的基础和极限论做出了贡献；

近代陈省身、华罗庚、苏步青、丘成桐等中国数学家做出了国际认

可的成果.同时，杨乐、张广厚与值分布理论，陈景润、王元与哥

德巴赫猜想等国内外数学家的奋斗故事.
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【思政元素】使学生了解古今中外数学家及其数学成就，激发

他们的爱国精神，科学精神和创新精神.

案例二 实数发展史：任何两个自然数之和与积必定是自然数，

即自然数集合N 对于加法与乘法运算是封闭的，但N 对于减法运算

不封闭，即两个自然数之差不一定还是自然数.当数系由自然数集

合扩充到整数集合 Z后，关于加法、减法和乘法都封闭了.但 Z对

于除法运算不封闭.因此，数系又由整数集合 Z扩充到有理数集合

Q.有理数集合 Q关于加法、减法、乘法和除法都是封闭的.

知识点 1.实数

: ( , 0)q p q p
p

 



有理数 为整数且 或有限小数或无限循环小数

无理数: 无限不循环小数

{ }R x x  为实数 全体实数的集合.

2.实数常用性质

（1）封闭性（实数集 R对 , , ,   ）四则运算是封闭的.即任

意两个实数的和、差、积、商（除数不为 0）仍是实数.

（2）有序性：任意两个实数 ,a b必满足下列关系之一：

, ,a b a b a b   .

（3）传递性： ,a b b c a c    .

（4）阿基米德性： , , 0a b R b a n N       使得na b .

（5）稠密性：两个不等的实数之间总有另一个实数，且既有

有理数又有无理数.

（6）实数集Ｒ与数轴上的点有着一一对应关系.

【思政元素】1.加深学生对实数的认识，激发学生学习数学的

兴趣，引起学生的注意.

2.培养学生的创新精神，增进数学教学的生动性和趣味性，培

养学生的科学精神.
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3.弄清实数发展的过程，透过过程对理论体系与发展模式做出

科学、合理的解释，进而探究数学学科发展的规划与本质.

分析评价

案例一内容新颖、生动，最大程度的吸引了学生，激发学生认

真思考的热情；案例二介绍实数发展史，激发学生的学习兴趣，使

学生印象深刻.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-002
案例标题 映射与函数

案例来源 原创

内容简介

介绍我国自主研发的新能源汽车的路程与时间的关系；炮弹发

射高度与发射时间的关系；与生活密切相关的分段函数；圆周率故

事.

关 键 词 路程；时间；函数；圆周率

编写时间 2021-3-5

编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字

育人主题
善于发现事物中的真、善、美 .培养学生对待科学的 严谨态

度，努力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情.

素材长度 1249

案例正文

案例一 我国自主研发能力日渐提高，特别是新能源汽车，假

设该汽车以 60km/h 的速度匀速行驶，汽车路程与时间的关系表示

为 60s t 像这种关系我们用数学描述为什么函数？

案例二 国庆大阅兵，我们国家展示了强大的军事力量，我们

作为中国人很骄傲，那么炮弹发射高度与发射时间我们用数学描述

为什么函数？

案例三 分段函数：生活中的水、电费等阶梯计价，可以倡导

节约，反对铺张浪费，节能环保.

案例四 圆周率 的故事，祖冲之，中国古代杰出贡献，中国人

的骄傲，培养文化自信，爱国主义精神.

知识点 定义 给定两个实数D和M ,若有对应法则 f ，使对

于每一个 x D ,都有惟一的 y M 与它对应，则称 f 是定义在数集

D上的函数，记作

, |f D M x y ： .

数集D称为函数 f 的定义域，x所对应的 y称为 f 在点 x的函数值，

记为 ( )f x ，全体函数数值的集合 ( ) { | ( ), }f D y y f x x D   称为函

数 f 的值域.
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函数的表示法：有些函数在其定义域的不同部分用不同的公式

表达，这类函数通常称为分段函数，如

1, 0
, 0

sgn 0, 0 ( )
, 0

1, 0

x
x x

x f x
x x

x


     

符号函数 ，绝对值函数

1 , ( , , )
( )

0, 0,1

p px p q N
q q qR x

x


   
 

当 为既约真分数

当 和(0,1)内的无理数

【思政元素】1.增强“四个自信”，进一步培养学生爱国主义

精神， 鼓励树立远大理想，为实现中国梦奋斗.

2.结合生活实际，深刻体会数学的“无处不在”以及科学性和

严谨性；帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的作

风.

分析评价

通过各个方面介绍了四个案例，从国防到生活，从古至今，数

学思想无处不在，函数关系隐藏在我们的方方面面，让学生体会到

了生活中要善于思考，发现问题，多方面发展，努力为国家做贡献.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-003
案例标题 数列的极限

案例来源 原创

内容简介

以刘徽割圆术以及《金刚川》电影的极限思维为引，融合课程

思政特色，激发学生的学习兴趣，让学生理解数列极限的同时，能

够发现和分析生活中的极限思想.从宏观方面，帮助学生探寻数学知

识中蕴含的人生哲理和辩证唯物观，提升学生的文化自信感和民族

自豪感，激发民族自尊心和爱国主义情感，培养学生的责任意识，

传承科学家的科学精神.从微观方面，讲解极限的思想就是让学生要

不忘初心，砥砺前行，精益求精，无限接近，方锝始终，具备“水

滴石穿”的精神，坚持才能成功.

关 键 词 数列；数列极限；收敛

编写时间 2021-3-8

编 著 者 李超，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
不忘初心，砥砺前行，精益求精，无限接近，方得始终，具备

“水滴石穿”的精神，坚持才能成功.

素材长度 1084

案例正文

案例一 极限思想（刘徽割圆术），

介绍我国古代数学家对数列极限思想

和圆周率所做的贡献.

案例二 微视频（2分钟）：《金

刚川》电影的部分片段.

案例三 水滴石穿的极限思维.

上面的例子中都含有数列的应用和数

列极限思维.

知识点

定义 1 在自然数集上的函数，记为

3,2,1),(  nnfxn

由于全体自然数可以从小到大排成一列，因此数列的对应值也可以

排成一列：
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 nxxx ,, 21

第 n项 nx 称为一般项或通项.

2.用圆内接正 126  n 边形的面积来近似代替该圆的面积时，得

到数列  ,,, 21 nAAA .

3.设人数为 n，桥的长度记为 nx ， 3,2,1),(  nnfxn 从大到

小排列  nxxx ,, 21 .

4.设水滴数为 n，腐蚀的质量为 nx ， 3,2,1),(  nnfxn 从大

到小排列  nxxx ,, 21 .

例 讨论数列






 
n
n 1

.

定义 2 若对 0 （不论 多么小），总自然数 0N ，使得

当 Nn  时都有  axn 成立，这时就称常数a是数列 nx 的极限，

或称数列 nx 收敛于 a，记为 axnn



lim ，或 axn  （ n ）.如果

数列没有极限，就说数列是发散的.数列 nx 收敛于a，记为

axnn



lim ，或 axn  （ n ）.

【思政元素】1.刘徽割圆术：在几何方面，提出了”割圆术”，

即将圆周用内接或外切正多边形穷竭的一种求圆面积和圆周长的方

法.他利用割圆术科学地求出了圆周率π=3.14 的结果.刘徽在割圆

术中提出的”割之弥细，所失弥少，割之又割以至于不可割，则与

圆合体而无所失矣”，增加学生“四个自信”，培养学生爱国主义

精神，并激发学生努力实现理想、实现自我价值的同时，为实现中

国梦而奋斗.通过动画展示过程，培养学生观察和分析能力，培养学

生量变到质变，大问题划分小问题解决的辩证思维.培养学生锲而不

舍，刻苦钻研的学习精神.

2.《金刚川》人桥：树立学生的辩证唯物观，理想，不忘初心，

坚持理想，砥砺前行.
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3.水滴石穿：古代诗词及成语融入的极限思想，增强民族的向

心力和凝聚力.

4. 数列的极限中蕴藏着丰富的辩证思想. 数列{ nx }中的每个

nx 都不是a，反映了过程与结果相对立的一面；但取极限的结果又

使 nx 转化为a，这又反映了过程与结果相统一的一面. 可见极限

是利用有限来认识无限的一种数学方法，同时也说明极限是有限与

无限的对立统一. 每个 nx 都是极限a的近似值，一般地， n越大近

似程度就越好，但无论 n多么大， nx 总是a的近似值，只有当 n无

限变大时，近似值 nx 才转化为a，体现了近似与精确的对立统一以

及量变与质变的对立统一. 培养学生量变到质变，大问题划分小问

题解决，对立统一的辩证思维. 培养学生锲而不舍，刻苦钻研的学

习精神.

分析评价

本案例通过刘徽割圆术、《金刚川》电影的极限思维和水滴石

穿引入数列定义，引导学生发现和分析生活中的极限思想；提升学

生的文化自信感和民族自豪感，激发民族自尊心和爱国主义情感，

培养学生的责任意识，传承科学家的科学精神.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-004
案例标题 函数的极限

案例来源 原创

内容简介

通过诗词介绍极限定义，引导学生在学习函数极限的定义中感

悟中国古代诗词文化，培养学生的数学语言抽象能力、逻辑推理能

力及分析问题和解决问题的能力.

关 键 词 函数极限定义；

编写时间 2021-4-1
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 感悟中国传统文化，培养文化自信.

素材长度 1077

案例正文

案例一 黄鹤楼送孟浩然之广陵

【唐】李白

故人西辞黄鹤楼，

烟花三月下扬州.

孤帆远影碧空尽，

唯见长江天际流.

孤帆远影碧空尽，唯见长江天际流.表面看来这两句诗全是写

景，其实却有着诗人鲜明的形象.孤帆绝不是说浩瀚的长江上只有

一只帆船，而是写诗人的全部注意力和感情只集中在友人乘坐的那

一只帆船上.诗人在黄鹤楼边送行，看着友人乘坐的船挂起风帆，

渐去渐远，越去越小，越去越模糊了，只剩下一点影子了，最后终

于消失在水天相接之处，而诗人仍然久久伫立，目送流向天际的江

水，似乎要把自己的一片情意托付江水，陪随行舟，将友人送到目

的地.这两句诗表达了李白与友人多么深挚的友情，然而在诗句中

却找不到友情这个字眼.诗人巧妙地将依依惜别的深情寄托在对自

然景物的动态描写之中，将情与景完全交融在一起了，真正做到了

含吐不露而余味无穷.

李白的这句诗就是数学概念和文学意境的碰撞，诗的意境正好

契合极限的概念.极限是对孤帆远影的现实精确化、形式化的解释.

你可以想象一下，当朋友的小船在烟波浩渺的江面上越走越远，直

至消失在天际的尽头，只剩下滚滚的江水在天边孤独的奔流。整个
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过程正好体现了无限远处的逼近是 0，量变引起质变.

案列二 极限反映的是函数的变化的一种终极目标，就如我们

的理想，要不忘初心、牢记使命，砥砺前行.

案例三 证明函数极限
1lim 0

x x
 .

知识点 定义 1 设 f 为定义在[ , )a  上的函数， A为定数.若

对于任给的 0  ，存在正数 ( )M a ，使得当 x M 时，有

| ( ) |f x A   ,

则称函数 f 当 x趋于时以 A为极限，记作

lim ( ) , ( ) .
x

f x A f x A


 或

几何意义：对于任给 0  ，在坐标平面上平行于 x轴的两条直

线 y A   与 y A   ，围成以直线 y A 为中心线、宽为 2 的带

形区域；定义中的“当 x M 时，有 | ( ) |f x A   ”表示：在直线

x M 的右方，曲线 ( )y f x 全部落在这个带形区域之内.如果正数

 给得小的点，即当带形区域更窄一点时，直线 x M 一般要往右

平移；但无论带形区域如何窄，总存在这样的证数M ，使得曲线

( )y f x 在直线 x M 的右边部分落在这个更窄的带形区域内.

【思政元素】1. 通过循序渐进的求函数极限例子的引入，进

一步培养学生勇于探索的精神.

2. 通过对函数极限的证明，培养学生深刻体会数学的科学性

和严谨性.

3. 在学习数学分析中，感悟中国古代诗词中的文化，体验数

学之美.

4. 极限思想的思维功能. 极限思想在现代数学乃至物理学等

学科中，有着广泛的应用，这是由它本身固有的思维功能所决定的.

极限思想揭示了变量与常量、无限与有限的对立统一关系，是唯物
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辩证法的对立统一规律在数学领域中的应用.借助极限思想，人们

可以从有限认识无限，从“不变”认识“变”，从“直线构成形”

认识“曲线构成形”，从量变去认识质变，从近似认识精确.

5. 极限值 A代表我们的人生目标， x代表为此目标所做的不

懈努力和奋斗，激发学生为目标奋斗的潜能，培养学生追求卓越的

精神.

分析评价

本案例通过中国古代诗词介绍函数极限，通过对定义的深刻理

解，培养学生的数学语言抽象能力、逻辑推理能力及分析问题和解

决问题的能力.

评价者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-005
案例标题 第二个重要极限

案例来源 原创

内容简介

通过剖析公式引导学生发现公式的特征，提示学生由特殊到一

般，利用夹逼定理严格证明得到第二重要极限标准型，连续复利的

数学模型进一步揭示了校园贷的本质，引导学生树立正确的人生

观、价值观.

关 键 词 复利问题；第二个重要极限

编写时间 2024-5-25
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
引导学生树立正确的人生观、价值观，鼓励学生认真学习文化

知识，学会透过现象看本质，将理论知识应用到实践中.

素材长度 1443

案例正文

案例一 以《荀子·劝学》中“不积跬

步，无以至千里；不积小流，无以成江海”

为引言，通过两个算式“1.02365≈1377.4，

0.98365≈0.0006”，说明每天努力一点是多

么重要，指出底数变化在指数计算下对极

限的影响，引出复利问题.

【课程思政】在劝导学生要勤奋学习的同时，宣扬中国文化的

博大与智慧，揭示名言和算式背后蕴含的数学本质，让学生产生学

习兴趣并将求知欲转为学习的动力，完成从现实问题到数学理论的

过渡.

案例二 复利问题：以本金 1元为例，年利率为 100%，如果一

年计息一次，那么一年之后的本利和就是“1(本金)+1(息)=2(元)”；

在保证年利率 100%不变的情况下，如果每半年复利一次，那么半年

的利率就是 0.5 元，半年后的本利和是(1+0.5)元，以此作为新本

金，再存入下一个半年，那么一年之后的本利和为

“(1+0.5)2=2.25(元)”，

本利和增加了；如果每月复利一次，一年之后的本利和为

“(1+1/12)=2.61(元)”，

本利和依然增加了；如果每天复利一次，一年后的本利和为

(1+1/365)5=2.71(元)”，
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本利和再次增加了.由此可见，随着计息期数的增加，本利和会越

来越高.设计问题：如果每小时复利一次、每秒复利一次、每一刻(复

利次数 n趋于无穷大时)复利一次，本利和会无限制地增加吗？如

果不会，本利和是否会趋于某一定值？即数列“(1+1/n)”会收敛

于何值？

【课程思政】校园贷是一种网络贷款平台，以在校大学生为主

要客户群，为大学生提供分期消费贷款和小额现金贷款，收取分期

手续费和利息盈利.从表面上看，这种借贷周期短、额度小，但有

些校园贷的利率高于银行 20-30 倍，本质上就是高利贷.大学生尚

未形成成熟的“三观”，社会认知能力较差，防范意识较弱，消费

观容易产生偏差，最终在不断膨胀的消费欲望和侥幸心理影响下陷

入“连环贷”的陷阱，对人身安全和心理健康造成重大伤害.

知识点

准则Ⅱ：单调有界数列必有极限.

如果数列 nx 满足：   nxxx 21 ，就称之为单调增

加数列；若满足：   nxxx 21 ，就称之为单调减少数

列；同理亦有严格单增或单减，以上通称为单减数列和严格单减数

列.

准则Ⅱ′：单调上升，且有上界的数列必有极限.

准则Ⅱ″：单调下降，且有下界的数列必有极限.

注 1：由前已知，有界数列未必有极限，若加单调性，就有极

限.

2：准则Ⅱ，Ⅱ′，Ⅱ″可推广到函数情形中.

第二个重要极限： e
x

x

x



)11(lim

作为准则Ⅱ的一个应用，下面来证明极限 x

x x
)11(lim 



注 1：关于此极限存在性的证明，书上有不同的方法.

2：可证明： e
nx

n

n

x

x



)11(lim)11(lim ，利用变量代换还可以

得到这一极限的一般形式：
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e
xh

xh

xh




)(

)(
)

)(
11(lim ； 或 exg xg

xg




)(/1

0)(
))(1(lim

3：指数函数 xey  及自然对数 xy ln 中的底就是这个常数 e .

相应于准则Ⅱ，函数也有类似的准则，例如当  0xx 时有

准则：设函数 )(xf 在 0x 的某个左邻域内单调并且有界，则 )(xf

在 0x 的左极限 )( 0
xf 必定存在.

【思政元素】通过剖析公式引导学生发现公式的特征，提示学

生由特殊到一般，利用夹逼定理严格证明得到第二重要极限标准

型.在学生掌握极限的类型与结构特点的基础上，引导学生对公式

中的底数和指数部分做适当变形，利用变量替换的方法得到重要极

限的两种推广型，从而启发学生认清第二重要极限的本质，学会透

过现象看本质，最终完成数学理论知识的升华.

给出第二重要极限的标准型和推广型计算公式，引导学生思考

并给出“连续复利”的数学模型，从而将无理数 e拓展到指数函数.

由此可见，连续复利与计息期数 n无关，只与年利率 r有关，在资

本的积累、放射线性衰减、细菌的生长等许多实际问题中都会遇到.

这表明第二重要极限与自然、社会生活中的事物密切相关.

连续复利的数学模型进一步揭示了校园贷的本质.引导学生树

立正确的人生观、价值观，鼓励学生认真学习文化知识，学会透过

现象看本质，将理论知识应用到实践中.

分析评价

通过剖析公式引导学生发现公式的特征，提示学生由特殊到一

般，利用夹逼定理严格证明得到第二重要极限标准型，连续复利的

数学模型进一步揭示了校园贷的本质，引导学生树立正确的人生

观、价值观，鼓励学生认真学习文化知识，学会透过现象看本质，

将理论知识应用到实践中.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-006
案例标题 无穷小量与无穷大量

案例来源 原创

内容简介

通过介绍《黄鹤楼送孟浩然之广陵》《入若邪溪》，在学习无

穷小量与无穷大量的过程中，让学生体验古诗词文化，感受诗词文

化的意境，培养文化自信；通过介绍无穷小量与无穷大量的关系，

引导同学们在今后的工作学习生活中，可以辩证的看待处理自己遇

到的问题，多角度看问题、处理问题.鼓励学生在奋斗中实现人生

价值，升华人生境界.

关 键 词 无穷小量；无穷大量；极限

编写时间 2021-5-1
编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
体验古诗词文化，感受诗词文化的意境，培养文化自信；辩证

的看待处理自己遇到的问题.

素材长度 1372

案例正文

案例一 黄鹤楼送孟浩然之广陵

【唐】李白

故人西辞黄鹤楼，烟花三月下扬州.

孤帆远影碧空尽，唯见长江天际流.

《黄鹤楼送孟浩然之广陵》全诗寓

离情于写景之中，以绚丽斑驳的烟花春色和浩瀚无边的长江为背

景，极尽渲染之能事，绘出了一幅意境开阔、情丝不绝、色彩明快、

风流倜傥的诗人送别画.此诗虽为惜别之作，却写得飘逸灵动，情

深而不滞，意永而不悲，辞美而不浮，韵远而不虚.意境辽阔，诗

词优美的古诗词把学生们带入开阔浪漫的境界.其中孤帆远影碧空

尽唯见长江天际流的意思是江面上只有友人乘坐一艘船只，而友人

的船只帆影也在渐渐的远去，消失在碧空的尽头，只看见一线长江，

向遥远的天际奔流.让同学们从诗词赏析的角度去理解“帆影”的

意蕴，认识到其是—个随时间变化而趋于零的量，从而更进一步理

解极限和无穷小的意义.让学生体验古诗词文化，在抽象的数学概

念学习中感受诗词文化的意境，培养文化自信.

案例二 入若邪溪

【南北朝】王籍
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艅艎何泛泛，空水共悠悠.

阴霞生远岫，阳景逐回流.

蝉噪林逾静，鸟鸣山更幽.

此地动归念，长年悲倦游.

诗人描写林静，不直接从“静”入手，

而是从其反面“噪”下笔.用蝉的噪声反

衬林之静描写山幽，不直接从“幽”入手，而是从其反面“鸣”下

笔，有鸟的鸣叫反衬山之幽.噪与静、鸣与幽形成鲜明的对比，又

构成和谐的统一，意境高远，富含哲理.

知识点

定义 1 如果函数 )(xf 当 0xx （或 x ）时的极限为零，那

么称函数 )(xf 为当 0xx （或 x ）时的无穷小.

定义 2 设函数 )(xf 在 0x 的某一去心领域内有定义（或 || x 大于

某一正数时有定义）. 如果对于任意给定的正数M （不论它多么

大），总存在正数（或正数 X ），只要 x适合不等式  00 xx

（或 Xx || ）时，对应的函数值 )(xf 总满足不等式 Mxf )( ，那

么称函数 )(xf 是当 0xx （或 x ）时的无穷大，记为




)(lim
0

xf
xx （或 


)(lim xf

x ）.

特别地，对于数列也有类似的定义.

如果对于任意给定的正数M（不论它多么大），总存在正整数

N ，使得当 Nn  时，总有 Mxn  ，则称数列 }{ nx 为当 n 时的

无穷大，记为 
 nn
xlim .

下面我们考察等比数列 0)}({ qqn 当 n 时的极限.

直观上，我们不难发现：









 .1,

;10,0
lim

q
q

qn
n
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从无穷大与无穷小的角度来看，可以表述为：

当 10  q 时，等比数列 }{ nq 为当 n 时的无穷小；

（2）当 1q 时，等比数列 }{ nq 为当 n 时的无穷大.

37.8,1.01365  ,1.01lim n

n




0.03.0.99365  0.0.99lim n

n




【思政元素】如果一个人每天都在前一天的基础上进步 0.01

倍，与退步 0.01 倍，一年的时间足以让这个人大变样，并且这样

的变化随着时间的增加而越来越大.这也说明了：勤学如初起之苗，

不见其增，日有所长；缀学如磨刀之石，不见其损，日有所亏！让

学生清楚的认识到做什么事情都要坚持不懈的努力，鼓励学生在奋

斗中实现人生价值，升华人生境界. 公式虽小，但寓意深刻，引导

同学们从今天开始每天在前一天的基础上努力一点点，并坚持下

去，将会变得更优秀！

定理 1 在自变量的同一变化过程中，

（1）如果 )(xf 为无穷大，那么 )(
1
xf 为无穷小；

（2）如果 )(xf 为无穷小，且 0)( xf ，那么 )(
1
xf 为无穷大.

【思政元素】1.无穷大与无穷小看似对立，实则它们之间存在

着密切的关系，在一定的条件下能够相互转化.从而可以将无穷大

的研究转换为无穷小的研究.进而对培养学生的数学思维起到了很

好的促进作用.

2. 引导学生学会通过现象看本质，无穷小并不等于一个很小

的确定的常数，而是一个变量.

3. 任何事物都有两个不同的方面，它们既是相互区别、相互

对立的，又是相互依赖、相互统一的.引导同学们在今后的工作学

习生活中，可以辩证的看待处理自己遇到的问题，多角度看问题、

处理问题.
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分析评价

本案例通过通过介绍《黄鹤楼送孟浩然之广陵》和《入若邪溪》，

在学习过程中，培养文化自信；通过介绍无穷小量与无穷大量的关

系，引导同学们在今后的工作学习生活中，可以辩证的看待处理自

己遇到的问题.同时，让学生清楚的认识到做什么事情都要坚持不

懈的努力，鼓励学生在奋斗中实现人生价值，升华人生境界.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-007
案例标题 函数的连续性

案例来源 原创

内容简介

以函数连续性概念提出的历程为背景，联系古语：欲速则不达

和著名的作家兼战地记者西华 •菜德先生的经历，给出函数连续性

的严格定义，使学生理解，掌握函数连续性的概念.

关 键 词 函数连续性定义；古语；战地记者经历

编写时间 2021-5-5
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
欲速则不达，做事情不能急于求成，工作学习更是如此，要想

把事情做好，就得循序渐进，一步一个脚印，绝不能急于求成.

素材长度 1249

案例正文

案例一 1856 年，魏尔斯特拉斯开始在柏林大学授课，他发现

当时普遍承认的有些定理是有问题的.例如，连续函数的傅里叶级

数不一定收敛到它自身；柯西关于函数项级数可逐项积分的定理并

不成立.对此，魏尔斯特拉斯认为有必要对分析学的基础加以系统

的研究.于是，他回到有关极限的基础问题上，将柯西给出的描述

性定义改进为现行的   定义.如果存在常数 L，对任意给定的

正数 （不论它有多小），总存在正数 ，使得当0 | |x a    时，

恒有

| ( ) |f x L  

成立，则称 L为函数 ( )f x 当 x a 时的极限，记作 lim ( )
x a

f x L


 .魏

尔斯特拉斯用不论多么小的正数  刻画了函数 ( )f x 与常数 L 的

接近程度，代替了柯西定义中的“要多小有多小”，用正数 刻画

了变量 x与固定值 a之间的距离，代替了柯西定义中的“无限趋

近”.这个极限定义的核心落在了两个不等式上，是 一个代数的而

非几何的定义。运用这个极限定义，数学家可以严格地证明各种极

限定理.魏尔斯特拉斯用  语言将柯西提出的连 续函数的定义

重新表述为：如果对任意给定的 （不论它有多小），总存在 0  ，

使得当 | |x a   时，恒有
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| ( ) |f x a  

成立，则称函数 ( )f x 在 a点处连续.与柯西不同的是，魏尔斯特拉

斯首先定义了函数在一点处的连续性，然后指出如果函数在开区间

上的每个点处都连续，则函数在该开区间上连续，如果函数在开区

间的两个端点处单侧连续，则函数在相应的闭区间上连续.如果函

数在一点处不连续，则称这个点为间断点，这正好反映了事物的“突

变性”.魏尔斯特拉斯关于函数连续性的定义沿用至今，他定义中

的 同时依赖于 和 a，由于柯西当时并不完全清楚 依赖于什么

量，这才导致他得出不正确的结果.

知识点

定义１（ f 在点 0x 连续）设函数 f 在某 0( )U x 内有定义，若

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 ,

称函数 f 在点 0x 连续.

函数在点 0x 连续的要求是：

① ( )f x 在点 0x 有定义；

②
0

lim ( )
x x

f x
 存在；

③
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 .

定义２ 设函数 f 在点 0( )U x （ 0( )U x 内有定义），若

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 （

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 )，

则称 f 在点 0x 右（左）连续.

定理 函数 f 在点 0x 连续 f 在点 0x 既是右连续，又是左连

续.

【思政元素】任何科学理论的形成都要经历漫长的发展历程.

科学理论并非一成不变的，一旦有了更好的解释，旧理论就要修正.

启发学生学习过程中应具备质疑精神，不断探索、发现新事物.培

养学生发现问题和提出问题的能力.
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案例二 生活中，很多事物的变化都是连续的，像植物的生长、

气温的变化、知识的积累，不能急于求成，必须遵循它原本的规律.

【思政元素】古语：欲速则不达，做事情不能急于求成，工作

学习更是如此，要想把事情做好，就得循序渐进，一步一个脚印，

绝不能急于求成.知识的积累是需要时间和付出持久不懈的努力

的，妄图寻求捷径的想法是不科学的，只能事与愿违.

案例三 西华 •菜德先生是个著名的作家兼战地记者，他曾在

1957 年 4 月的 《读者文摘》上提文表示，他所收到的最好的忠告

是“继续走完下一里路”.

在第二次世界大战期问，西华•菜德跟几个人不得不从一架破

损的远输机上跳伞逃生，结果迫降到缅甸、印度交界处的树林里，

如果要等救援队援救，至少要好几个星期，那时可能就来不及了，

只好自己设法逃生.当时，他们唯一能做的就是拖着沉重的步伐往

印度走，全程长达 140 里，必须在 8月的酷热和季风所带来的暴雨

的双重侵害下，翻山越岭、长途跋涉.才走了一个小时，西华•莱德

的一只长简靴的鞋钉刺到另一只脚上，傍晚时双脚都起泡出血，像

硬币那般大小，看着布满伤痕的双脚，他开始怀疑自己是否能一瘸

一拐地走完 140 里，他真的觉得白己快完蛋了，但却别无选择，

只能硬着头皮走下一里…….幸运的是，他们最后逃生成功，平安

回国.

【思政元素】生活中，无论遇到多大困难，心中的那盏希望之

灯都不能熄灭，脚踏实地，只要继续走完下一里路就会取得成功.

分析评价

案例一介绍了函数连续性的发展历程，使学生认识到实践是检

验整理的唯一标准，启发学生学习中应具备质疑、求真务实的精神.

案例二启发学生做事应持之以恒，才有可能取得成功.使学生感受

到无论遇到多大的困难，都应对生活抱有希望，坚持不懈，才能取

得成功.案例三从战地记者的亲身经历，使学生感受到不管遇到多

大困难，都应对生活抱有希望，坚持到底才能胜利.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-008

案例标题 函数的连续性与间断点

案例来源 原创

内容简介

以中国小将全红婵满分创造女子 10 米跳台历史最高分纪录故

事为导入，通过多媒体的方式放映出来，并描绘其跳水的轨迹；用

多媒体展示一个人的一生，从出生一直到老去的过程，给出函数连

续性和间断点的定义，并分析间断点的类型，使学生掌握间断点的

分类，并会判断间断点的类型.
关 键 词 全红婵；人的一生；函数的连续性与间断点

编写时间 2021-5-7
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

感受到运动员们在赛场上的拼搏精神，不到最后一刻不放弃的

顽强不息的精神.尊重生命，尊重时间，把握当下，建立良好的心

理防线，树立正确的价值观，不管遇到什么问题都不要走极端，努

力认真快乐的度过每一天.
素材长度 1249

案例正文

案例一 在东京奥运会上，中国小将全红

婵以五跳三跳满分创造女子 10 米跳台历史

最高分纪录，夺得 2020 东京奥运会跳水女子

单人 10 米跳台冠军。在引入课程时，可以将

全红婵跳水的视频通过多媒体的方式放映出

来，并将其跳水的轨迹描绘出来，让学生直观的感受什么叫连续。

【思政元素】 增加学生们的民族自豪感，让学生切实感受到

“更快、更高、更强”的奥运精神，感受到运动员们在赛场上的拼

搏精神，不到最后一刻不放弃的顽强不息的精神.

案例二 用多媒体展示一个人的一生，从出生一直到老去的过

程，告诉学生时间是连续的，生命是连续的，人的一生就是一个不

断前进的过程，过去不必后悔，未来还在继续，把握当下，珍惜大

学期间的美好时光，不要让任何不必要的人和事物、任何不好的习

惯成为打破你美好校园生活的“间断点”.同样，在人生这条连续

的曲线中，没有人会一直向上，也没有人会一直下跌，起起落落是

人生的常态，不管遇到什么境遇，生命都是人生中最宝贵的，生命

一旦出现“间断点”，人生便不会再有连续的可能了.
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知识点 定义 设函数 f 在某
0

0( )U x 内有定义，若 f 在点 0x

无定义，或 f 在点 0x 有定义而极限不存在，则称点 0x 为函数 f 的间

断点或不连续点.

由上述分析可见，若 0x 为函数 f 的间断点，则必出现下列情形之一：

① ( )f x 在点 0x 无定义； ②
0

lim ( )
x x

f x
 不存在；③

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 .

间断点分类 第一类间断点，其特点的函数在该点处的左、右

极限都存在.

可去间断点 若
0

lim ( )
x x

f x A


 ，而 f 在点 0x 无定义，或有定义

但 0( )f x A ，则称 0x 为 f 的可去间断点.

跳跃间断点 若
0 0

lim ( ), lim ( )
x x x x

f x f x
   存在，但

),0()0( 00  xfxf

则称点 0x 为函数 f 的跳跃间断点.

第二类间断点 函数的所有其它形式的间断点（即使称函数至

少有一侧极限不存在的点）称为函数的第二类间断点.

【思政元素】 通过生命曲线以及观察人的一生的影像资料，

告诫学生生命的重要，时间的宝贵.尊重生命，尊重时间，把握当

下，建立良好的心理防线，树立正确的价值观，不管遇到什么问题

都不要走极端，努力认真快乐的度过每一天.

分析评价

通过研究运动员的运动轨迹，用更加直观的视觉效果让学生感

受到函数连续的概念；引导学生感悟生命的宝贵，珍惜时间，把握

当下，过好每一天，达到了育人的目的.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-009
案例标题 导数及其应用

案例来源 原创

内容简介

研究罐头外壳设计，体积固定的情况下他讨论如何设计使得成

本最小，并分析圆柱半径和高有微小变化时，对体积的影响；介绍

我国高铁平均时速和里程数，抛出问题：高铁的瞬时速度是多少？

给出函数导数的概念，使学生掌握导数的定义，并理解导数的物理

意义.
关 键 词 导数；外观设计；高铁

编写时间 2021-5-10
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

通过建立数学模型解决实际问题，使学生提高了运用数学知识

处理现实世界中各种复杂问题的意识、信念和能力.高铁时速的提

升，使学生增强民族自豪感，感受到国家科学技术的进步.

素材长度 1249

案例正文

案例一 从 15 世纪初文艺复兴时期起，欧洲的工业、农业、航

海事业与商贾贸易得到大规模的发展，形成了一个新的经济时代.

而十六世纪的欧洲，正处在资本主义萌芽时期，生产力得到了很大

的发展. 生产实践的发展对自然科学提出了新的课题，迫切要求力

学、天文学等基础科学的发展，而这些学科都是深刻依赖于数学的，

因而也推动了数学的发展. 在各类学科对数学提出的种种要求中，

下列三类问题导致了微分学的产生：

(1) 求变速运动的瞬时速度；

(2) 求曲线上一点处的切线；

(3) 求最大值和最小值.

案例二 罐头外壳的设计.日常生活中罐装食品很多，如饮料，

调味品，熟食等，体积相同的罐头可做成尺寸不同的形状，下面两

个例题从成本或视觉的角度来探讨罐头的外壳设计问题.

例 用铝皮来做容积为 1 000 3cm 的圆柱形罐头外壳，假设上、

下底面每平方厘米价格为 0.03 元，侧面每平方厘米价格需要花费

0.02 元，问该罐头的半径和高各为多少时成本最小？

例 设有一个半径为 2.5 cm，高为 12.5 cm 的圆柱形罐头外壳，

当其半径 r有微小改变量 r 或者高 h有微小改变量 h 时，都会引起



25

容积 2V r h 产生相应的改变量.试比较体积V 对半径 r和高 h微

小变化的敏感度.

计算结果显示半径的变化造成体积的变化要比高的变化造成

体积的变化约敏感 10 倍，也就是说，当半径有微小减少时，必须

使高明显地增加，才能保持容积不变.因此，将一个罐头的外壳的

半径取比标准高一些，小得使人不易注意到，而增加高度使容积保

持不变，可使人感到容积比原来标准大了很多，这也是将啤酒罐做

的又细又高的原因，当然，将它做得又细又高也便于握持.

知识点 函数的近似计算

0( ) ( )y f x x o x    

当 x 很小时， y dy  ， 0 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x   .

【思政元素】了解和领会由实际需要出发，到建立数学模型，

再到解决实际问题的全过程；提高他们运用数学知识处理现实世界

中各种复杂问题的意识、信念和能力.

案例三 高速铁路，简称高铁，

是指设计标准等级高、可供列车安

全高速行驶的铁路系统，其平均速

度为 250km/h 至 350km/h,到 2019

年年底，中国铁路运行里程达到

13.9 万公里以上，其中高铁 3.5 万公里，居世界第一位，占世界高

铁总里程的 60%以上，中国高铁跑出了中国速度，创造了中国奇迹,

那么,高铁在运行过程中某一时刻的瞬时速度是多少呢？

知识点 1.瞬时速度 设一质点作直线运动，其规律为 ( )s s t ，

0
0 0

0

( ) ( )s t s tt t t v
t t





若 为某一确定时刻， 为邻近于 的时刻，则 是质点

在时间段 0[ , ]t t 上的平均速度.若 0t t 时的平均速度 v的极限存在，

则称极限
0

0

0

( ) ( )lim
t t

s t s tv
t t





为质点在 0t 时的瞬时速度.



26

2. 定义 设函数 ( )f x 在点 0x 的某邻域内有定义，若极限

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x




存在，则称函数 ( )f x 在点 0x 可导，并称此极限为

函数 ( )f x 在点 0x 的导数，记作 0( )f x .

数也是函数增量 y 与自变量增量 x 之比的极限，也称这个增

量之比为函数关于自变量的平均变化率（磋商）， 0( )f x 为函数 ( )f x

在点 0x 处关于 x的变化率.

【思政元素】1.通过引入高铁的瞬时问题，既可以导入经典问

题，激起学生的思维火花，同时也可顺势引出我国的高铁发展现状，

增强学生对我们国家的认同感，让学生体会到生活在中国所拥有的

幸福感和自豪感，激发学生的爱国情怀.

2.唯物辩证法认为：“世界是物质的；物质是运动变化的物质

的运动变化是有规律的.”任何事物的变化都是由量变到质变的过

程，量变到一定程度引起质变，产生新质.质变量变规律揭示事物

发展的形式和形态，指导我们的实践.

分析评价

在进行导数概念的教学时，既要注重传统意义上概念的引入、

形成、计算和应用，也要注重在教学过程中植入数学文化的元素；

既要围绕数学学科的核心素养进行设计，也要隐含正确的价值观和

必备的品格要素，把课程思政的元素自然巧妙地融入课程内容，达

到教书育人的目的.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-010
案例标题 微分

案例来源 原创

内容简介

以平面薄片面积受温度变化的影响为例，引出函数微分的定

义，并介绍微分在近似计算中的应用，包括函数的近似计算和工程

近似计算问题.
关 键 词 平面薄片的面积；微分；近似计算

编写时间 2021-5-20
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

差之毫厘，谬以千里.在生活中处理一些非常复杂的问题，也

可以采用微分的思想，集中力量找出主要矛盾，从而找到解决复杂

问题的关键.
素材长度 956

案例正文

案例一 失之毫厘，谬以千里. 勿

以善小而不为，勿以恶小而为之.

案例二 微积分是微分学和积分

学的统称，它是由牛顿和莱布尼兹共

同创立的，但是两人的研究入手方向

是不同的，牛顿的研究始于对任意曲

线切线问题，而莱布尼兹研究方向是求积问题，即计算不规则区域

的面积，所以牛顿是先有微分再有积分，莱布尼兹先有积分后有微

分，虽然入手方向不同，但是殊途同归，最终形成了微积分体系.

案例三 由于全球信息化的快速发展， 经济水平的不断提升，

微积分在经济学中的作用日渐显著.经济学问题通常较为复杂和抽

象，应用微积分思想可巧妙地把问题具体化、简单化，为经济问题

的解决提供准确的数据理论，为经济决策提供科学的分析方法在进

行最优化决策时，对经济问题进行预测、分析、实现经济资源的优

化配置，如何保障经济决策的科学

性、严谨性.当经济学领域常涉及到

成本最小化、利润最大化等问题，仅

仅依靠以往的经验，经济决策将缺乏

科学性，抓住问题的关键因素，避免

干扰因素的影响.
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案例三 一块正方形金属薄片受温度变化的影响，其边长由 0x

变到 0x x  ，问此薄片的面积改变了多少？

设此薄片的边长为 x，面积为 A ,则 A与 x存在函数关系：

2A x .薄片受温度变化的影响面积的改变量可以看作是当自变量

x自 0x 取得增量 x 时，函数 2A x 相应的增量 A ,即

2 2
0 0 0( ) 2 ( )A x x x x x x         .

知识点

定义 设函数 ( )y f x 在某区间内有定义， 0x 及 0x x  在这区

间内，如果函数的增量 0 0( ) ( )y f x x f x     可表示为

( )y A x o x    ，

其中 A是不依赖于 x 的常数，那么称函数 ( )y f x 在点 0x 是可微

的，而 A x 叫函数 ( )y f x 在点 0x 相应于自变量增量 x 的微分，

记作 dy，即 dy A x  .

例 有一批半径为 1cm 的球，为了提高球面的光洁度，要镀

上一层铜，厚度为 0.01cm.估计一下每只球需要用铜多少克（铜的

密度是 8.9g/cm3)?

知识点 微分在近似计算中的应用 如果函数 ( )y f x 在点

0x 处的导数 0( ) 0f x  ，且 | |x 很小时，有

0 0 0( ) ( ) ( )y f x x f x f x x       ，

令 0 0,x x x x x x      ，那么 0 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x   .

【思政元素】1.辩证法：处理一些非常复杂的问题时，也可以

采用微分的思想，集中力量找出主要矛盾，从而找到解决复杂问题

的关键；

2.在学习生活中，要从源头上消除偏差，防止造成失之毫厘，
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谬以千里的后果；

3.微分是指函数的增量无限趋近于 0，割线无限趋近于切线，

曲线无限趋近于直线，从而以直代曲，以线性化的方法解决非线性

问题，这是微分学理论的精髓所在.

分析评价

利用平面薄片面积增量问题给出了微分的定义，利用微分可以

解决函数的近似计算及一些工程计算问题，通过微分的学习可以培

养学生学语言抽象能力、逻辑推理能力及分析问题和解决问题的能

力.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-011
案例标题 空间曲线及其方程

案例来源 原创

内容简介
介绍平头螺丝钉，植物中的对数螺旋线现象，给出空间曲线方

程的概念，使学生掌握空间曲线及其方程.

关 键 词 螺丝钉；对数螺旋线；空间曲线及其方程

编写时间 2023-5-25
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
善于发现事物中的真、善、美 .培养学生对待科学的严谨态度，

努力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情.

素材长度 815

案例正文

案例一 平头螺丝钉——圆柱螺旋线.

知识点 如果空间一点M 在圆柱

2 2 2x y a 

上以角速度绕 z轴旋转，同时以线速度

v沿平行于 z轴的正方向上升，那么点M

构成的图形叫做螺旋线。如图所示，螺旋

线的参数方程为：

cos
sin

x a t
y a t
z vt





 
 

螺旋线是实践中常用的曲线，平头螺丝钉的外缘曲线就是螺旋线，

当我们拧紧平头螺丝钉时，它的外缘曲线上的任一点M ，一方面

绕螺丝钉的轴旋转，另一方面又沿平行于轴线的方向前进，点M 就

走出了一段螺旋线.

案例二 植物中的对数螺旋线现象

向日葵花盘上瘦果的排列，松树球果上

果鳞的布局，菠萝果实上的分块，都是

按照对数螺旋线在空间展开的。向日葵
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花盘上瘦果的对数螺旋线的弧形排列，产

生后代的效率也最高.

知识点 对数螺旋线极坐标系下方程

ar e  ，直角坐标系方程

2x y e


 

【思政元素】 善于发现事物中蕴含的数学元素，感受数学无处

不在.通过螺旋线实例引入内容，培养学生对待科学的严谨态度，

努力学习科学知识,培养学生善于观察、善于思考的良好习惯.

案例三 勒奈·笛卡尔（Rene Descartes）,1596 年 3 月 31 日生

于法国都兰城.笛卡尔是伟大的哲学家、物理学家、数学家、生理

学家,解析几何的创始人.笛卡尔是欧洲近代资产阶级哲学的奠基

人之一，黑格尔称他为“现代哲学之父”.他自成体系，熔唯物主

义与唯心主义于一炉，在哲学史上产生了深远的影响.同时，他又

是一位勇于探索的科学家，他所建立的解析几何在数学史上具有划

时代的意义.他的普遍方法的一个最成功的例子，是笛卡尔运用代

数的方法的来解决几何问题，确立了坐标几何学即解析几何学的基

础. 笛卡尔的方法论中还有两点值得注意.第一，他善于运用直观

“模型”来说明物理现象.例如利用“网球”模型说明光的折射；

用“盲人的手杖”来形象地比喻光信息沿物质作瞬时传输；用盛水

的玻璃球来模拟并成功地解释了虹霓现象等.第二，他提倡运用假

设和假说的方法，如宇宙结构论中的旋涡说.

【思政元素】通过数学家笛卡尔的生平事迹介绍，使学生认识

到要学习科学家善于思考，多方面发展，努力为国家做贡献.

分析评价

通过螺旋线实例引入内容，培养学生对待科学的严谨态度，努

力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情；通过数学家笛卡尔

的生平事迹介绍，使学生认识到要学习科学家善于思考，多方面发

展，努力为国家做贡献.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-012
案例标题 微分中值定理

案例来源 原创

内容简介

通过数学学科在国家发展中的战略地位之于微分中值定理在

《数学分析》课程中的重要意义，引发学生对中值定理的好奇心，

对罗尔、拉格朗日等数学家的敬佩，激发学生对本堂课的学习兴趣.

本节课主要通过对罗尔定理、拉格朗日中值定理内容的学习，严谨

证明，培养学生应用微分中值定理解决较复杂数学问题的能力.

关 键 词 微分中值定理；罗尔定理；拉格朗日中值定理

编写时间 2024-3-16
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

培养和提升学生政治认同感，厚植家国情怀；时刻具备责任意

识和大局意识，为中华民族繁荣昌盛而贡献自己的力量，从自身出

发，努力学习；从点滴入手，从当下开始.

素材长度 1505

案例正文

案例一 17-19 世纪英国、德国、法国，既是欧洲的强国，也是

数学强国.英国数学家牛顿、德国数学家莱布尼茨发明了微积分，法

国数学家拉格朗日、柯西等丰富和完善了微积分，解决了许多力学、

天体学、几何学上的难题.19 世纪，俄罗斯数学开始崛起，到了 20

世纪，苏联成为世界上数学强国之一，特别是 1958 年苏联成功发射

了第一颗人造地球卫星，轰动了全世界，当时美国总统肯尼迪了解

到苏联成功发射卫星的原因之一，是苏联在卫星发射相关的数学领

域处于世界领先地位，此外苏联重视数学教育，为基础科学研究提

供了雄厚的研究基础.于是肯尼迪下令大力发展数学.二战以后，美

国逐渐从数学落后的状态发展成今天的数学超级大国，得益于对数

学的重视.二战前，德国纳粹排斥犹太人，大批欧洲犹太籍数学家（当

然也有其他国籍的数学家）

移居美国，使得美国迅速成

为一个数学强国，尤其是原

子弹的研发，为美国打胜二

战、提升战后经济实力做了

巨大贡献，后来苏联解体、

东欧解体后，美国又抓紧时



33

机吸纳了其中大批优秀数学家，从以上世界格局、国家发展史足以

看出，数学学科的战略地位.

知识点 微分中值定理，是一系列中值定理的总称，包括罗尔定

理、拉格朗日定理、柯西定理等，是研究函数的有力工具，反映了

导数的局部性与函

数的整体性之间的

关系.其中，拉格朗

日定理是最重要的

内容，可以说其他

中值定理都是拉格

朗日中值定理的特

殊情况或推广.

【思政元素】1.培养学生的政治认同感，厚植家国情怀.厚植家

国情怀是我们每个公民的责任和使命，筑梦制造强国，需要全体国

民的共同努力和奉献，讲述科教兴国的点点滴滴，培养学生用实际

行动来践行爱国主义精神，为国家的繁荣贡献个人力量，鼓励学生

从扮演好当下我们每个人角色，从一点一滴的小事做起，端正态度，

好好学习，立志高远.

2.培养学生的辩证思维和创新意识.通过引导学生从不同角度

思考问题、运用数学方法解决实际问题等方式，培养学生的辩证思

维和创新能力.通过让学生联系前后所学，在实践中探索、发现和创

新，进一步提升学生的综合素质.

知识点

定理 6.1（罗尔（Rolle）中值定理）若函数 f 满足如下条件：

（1） f 在闭区间 ],[ ba 上连续；

（2） f 在开区间 ),( ba 上可导；

（3） )()( bfaf  ，

则在 ),( ba 上至少存在一点 ，使得
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.0)(  f

罗尔定理的几何意义：在每一

点都可导的一段连续曲线上，如果

曲线的两端点高度相同，则至少存

在一条水平切线.

【思政元素】1.应用“数形结合”，训练迁移思维能力.培养学

生“数形结合”的好习惯，提高数学思维能力和转化能力，达到数

形统一.

2.利用“数形结合”，作为数学问题的解答方法，能最直接揭

示问题的本质，直观的看到问题的结果，只需稍加计算或推导，就

能得到问题的答案. 通过一些典型题目最佳解法的寻求 ，增强“求

新、求异”意识，能激发“不甘满足，勇于创新”的激情.

例 1 设 f 为 R上的可导函数，证明：若方程 0)(  xf 没有实根，

则方程 0)( xf 至多只有一个实根.

定理 6.2（拉格朗日（Lagrange）中值定理）若函数 f 满足如下

条件：

（1） f 在闭区间 ],[ ba 上连续；

（2） f 在开区间 ),( ba 上可导；

则在 ),( ba 上至少存在一点，使得 .)()()(
ab
afbff




 

显然，特别当 )()( bfaf  时本定理的结论即为罗尔定理的结论.

这表明罗尔定理是拉格朗日中值定

理的一个特殊情况.

拉格朗日中值定理的几何意

义：

【思政元素】“以数辅形”、

“以形助数”的数形结合思想，具有可以使问题直观呈现的优点，

有利于加深对知识的“识记和理解”，将复杂的代数问题赋予灵活
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变通的形式；在解答数学题时，数形结合，有利于分析题中数量之

间的关系，丰富表象，引发联想，启迪思维，拓宽思路，迅速找到

解决问题的方法，从而提高“分析问题和解决问题”的能力和迁移

思维能力.

知识点 1. .),)(()()( baabfafbf  

2. .,)()()( 之间与介于 xxxxfxfxxf  

【思政元素】通过等价形式的展示，举一反三，可以锻炼思维，

加深对所学知识的理解和掌握，帮助建立更稳固的知识体系，增强

逻辑思维能力，提升解决问题的能力.

分析评价

本案例通过罗尔定理引入拉格朗日中值定理，在介绍罗尔、拉

格朗日两位数学家的过程中完成了对他们定理内容的学习，通过数

形结合的方式充分了解定理所述内容，引导学生提高政治认同感，

厚植家国情怀，从一点一滴的小事做起，从做好本职分内之事做起，

好好学习，科教兴国.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-013
案例标题 洛必达法则

案例来源 原创

内容简介

洛必达法则是微分学的一个重要定理，是求解未定型极限的有

效方法之一.通过洛必达和伯努利曲折的故事，吸引学生专注课堂，

学习知识要点，同时也使学生认识到才能与专注是成就热爱与事业

的不二法宝.

关 键 词 洛必达法则

编写时间 2024-5-25
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 脚踏实地、认真学习，勤奋努力、用坚持成就梦想.

素材长度 1297

案例正文

案例一 提起高数，很多大学生都会闻

风丧胆，而高数最“闻名遐迩”的便是洛

必达法则，有些老师为了唤醒在高数课上

懵逼的学生，会讲起洛必达法则背后的故

事.

洛必达是法国中世纪的王公贵族，早

年就显露出数学才能.后因痴迷数学，他拜约翰·伯努利为师.但是

洛必达在投身痴迷的数学领域之后并没有太大建树.洛必达希望自

己能像那些数学大师一样能留名青史.于是他给他的老师约翰·伯

努利修书一封：很清楚，我们互相有对方想要的东西.我在财力上

帮助你，你在才智上帮助我.约翰·伯努利收到信，震惊之后还是

接受了（这时的约翰·伯努利正需用钱）.于是他回信接受了这个

提议，开始定期将自己的研究发现邮寄给洛必达.洛必达将这些研

究结果细心钻研，学习并将它们整理起来.之后洛必达出版了一本

书，记载了洛必达法则.洛必达凭借洛必达法则，一炮而红，受足

了人们的拥戴，甚至还被推举进法国科学院.

让我们来算一笔账，洛必达当时用三百个里弗尔买来的诺必达

法则一里弗尔相当于一磅银子，一磅等于 0.4536 公斤(kg)，据

2019.11.21 市价白银 3.89 元一克

300*1*0.4536*1000*3.89=529351.2 元
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也就是说，伯努利因为 53 万失去了一生的荣誉.事实上，科研成果

本来就可以买卖，洛必达也确实是个有天分的数学学习者，只是比

伯努利等人稍逊一筹.洛必达花费了大量的时间精力

整理这些买来的和自己研究出来的成果，编著出世界上第一本

微积分教科书，使数学广为传播.并且他在此书前言中，向莱布尼

兹和伯努利郑重致谢，特别是约翰·伯努利.这是一个值得尊敬的

学者和传播者，他为这项事业贡献了自己的一生.

知识点 在之前的学习中遇到过这样一类求极限问题：分子分

母都是无穷小或都是无穷大时，两个函数之比的极限，可能存在也

可能不存在，即使极限存在也不能用“商的极限等于极限的商”这

一运算法则.这种求极限的式子称为未定式，记为
0 .
0




或

计算上述未定式极限的方法称为洛必达法则（有的教科书称为

罗比塔法则），是利用导数来计算具有不定型的极限的方法.该法

则以法国数学家纪尧姆·德·洛必达的名字命名，但实际上是由瑞

士数学家约翰·伯努利所发现，因此也被叫做伯努利法则.

一、
0
0




、 型未定式的极限

定理 1 设函数 ( )f x 与 ( )g x 满足

(1) x a f x g x当 时，函数（ ）与（ ）都趋于零；

(2) 0a f x g x g x   在点 的某去心邻域内， （ ）及（ ）都存在且（ ） ；

(3)
( )lim
( )x a

f x
g x




存在（或为无穷大）；

那么，
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 





.

定义 1 这种在一定条件下通过分子分母分别求导再求极限来

确定未定式的值的方法称为洛必达法则.

注 1．定理的条件：分子分母都是无穷小；分子分母都可导，

且分母的导数不等于 0；导数之比的极限存在或为∞；

2.定理的结论：函数之比的极限等于导数之比的极限；
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3.
0

( )lim ( ), ( )
( )x x

f x f x g x
g x


 


若 还是未定式，且 满足定理中对

( ), ( )f x g x 所要求的条件，则可以继续使用罗必塔法则，直到不再

是未定式为止，即

0 0 0

( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )x x x x x x

f x f x f x
g x g x g x  

 
  

 


定理 2 如果函数 ( )f x 与 ( )g x 满足：

（1） lim ( ) 0f x  且 lim ( ) 0g x  （或 lim ( )f x  且

lim ( )g x  ）

（2） f x g x （ ）及（ ）都存在，且 g x （ ） 0； （3）
( )lim
( )

f x A
g x





；

那么
( ) ( )lim lim
( ) ( )
f x f x A
g x g x


 


.

【思政元素】洛必达法则是微分学的一个重要定理，是求解未

定型极限的有效方法之一.这一方法主要运用于分数形式的未定型

极限的计算，但在具体求解过程中需要对具体问题具体分析，判断

其是否满足洛必达法则的运算条件.通过洛必达和伯努利的故事，

可以使学生看见洛必达醉心数学研究的痴迷，以及时代环境诸多因

素下伯努利做出的人生选择，桩桩件件促成了而今的“洛必达法

则”，向学生展示了选择的重要性，更重要的是才能与专注是成就

热爱与事业的不二法宝.可以启发学生脚踏实地、认真学习，勤奋

努力、用坚持成就梦想.

分析评价

洛必达法则是微分学的一个重要定理，是求解未定型极限的有

效方法之一.通过洛必达和伯努利的故事，使学生认识到才能与专

注是成就热爱与事业的不二法宝.可以启发学生脚踏实地、认真学

习，勤奋努力、用坚持成就梦想.

评 价者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-014
案例标题 泰勒公式

案例来源 原创

内容简介

通过创设活跃、和谐、民主、平等、欢乐的课堂氛围，使得学生

潜能、创造性、积极健康的人生态度生长发展，通过数学家小故事，

引发学生对内容的好奇心和探索欲，引出本节内容——泰勒公式.通

过对泰勒定理出现意义的阐述，和学生一起探索、给出泰勒公式，使

学生体会泰勒公式的实际应用价值.

关 键 词 泰勒公式；佩亚诺型余项；麦克劳林公式

编写时间 2024-3-9
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

感知人类命运共同体的密切关系，了解和认识世界文化瑰宝，积

极吸纳，洋为中用，取其精华，不断成长.同时传递数学人职业素养，

追求极致、一丝不苟，精益求精、不断创新的科学家精神也是我们前

进路上的明灯和努力的方向.

素材长度 858

案例正文

案例一 数学家故事 照片上这个男人，

名叫伊格.塔姆（1885-1971），他被泰勒展

式救过命！家住乌克兰敖德萨 (Odessa) 的

塔姆，是一名大学教授.

十月革命期间，粮食短缺，塔姆也饿得

发慌.他拿上几件名贵银餐具，到乡下换吃

的，结果被白匪逮捕.土匪头子是一个满脸

横肉的络腮胡子，胸前挂着机枪子弹袋，腰上别着手榴弹.“老实交

代，你是不是反乌克兰的共党分子？一枪崩了你！”.塔姆头摇的跟

拨浪鼓似的：“唔……误会误会！我只是个大学里教数学的.”匪首

听到“数学”，随手在地上写了个式子，然后拿枪顶住他脑门，手指

扣着扳机，冷冷地说：“把这个用泰勒展开，并估计余项误差.做对

了，你回家；做错了，崩了你！”塔姆在枪口下，蹲在地上满头大汗

奋笔疾书.不一会儿匪首看了看答案，“嗯”了一声，又看了看过程，

挥挥手枪，让他离开.

正所谓：大难不死，必有后福.逃出生天的塔姆，潜心学术，后

来在 1958 年获得诺贝尔物理学奖.塔姆人生中多次谈及土匪头子，不
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知其何许人也，也许只是尘世中一个迷途小书童.

塔姆教授的人生经历告诉我们这样一个道理：“谁说数学不实用，

关键时候能救命！”而搭救塔姆命的泰勒展式，就是我们今天要介绍

的内容.掌握它，有可能将来考场上救你一命！

知识点 问题：设函数 )(xf 在 0x 处 n阶可导，试找出一个关于

)( 0xx  的 n次多项式
n

nn xxaxxaxxaaxp )()()()( 0
2

02010 

近似表达 )(xf ，要求使得 )(xpn 与 )(xf 之差是当 0xx 时比 nxx )( 0

高阶的无穷小.

定理 6.9 若函数 f 在点 0x 存在直至 n阶导数，则有

))(()()( 0
n

n xxoxTxf  ，

即

).)(()(
!

)()(
!2

)())(()()( 00
0

)(
2

0
0

000
nn

n

xxoxx
n
xfxxxfxxxfxfxf 




上式称为函数 f 在点 0x 的泰勒公式， )()()( xTxfxR nn  称为泰勒公

式的余项，形如 ))(()( 0
n

n xxoxR  的余项称为佩亚诺（Peano）型余

项，所以上式又称为带有佩亚诺型余项的泰勒公式.

在上式中取 00 x 得：

).(
!

)0(
!2

)0()0()0()(
)(

2 nn
n

xox
n

fxfxffxf 




称为带有佩亚诺余项的麦克劳林（Maclaurin）公式.

【思政元素】1.活跃、和谐、民主、平等、欢乐的课堂氛围是学

生潜能、创造性、积极健康的人生态度生长发展的“阳光、空气和水”.

通过数学家小故事，老师为学生创设开放的教学环境，给学生设置悬

念，引发学生对内容的好奇心和探索欲.同时，使课堂教学与学生的

情感、体验、思维、创新水乳交融，让学生健康的人格得到和谐全面

的发展.让学生在猜测、想象、探索问题的美好空间里，体现数学应

用的成功.

2.泰勒公式是一元微分学的顶峰，有关的问题都可以用它来解

决，引导学生掌握泰勒公式，体会“会当凌绝顶，一览众山小”.
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分析评价

本案例通过数学家小故事，老师为学生创设开放的教学环境，给

学生设置悬念，引发学生对内容的好奇心和探索欲.让学生得到和谐

全面的发展，让学生在猜测、想象、探索问题的美好空间里，体现数

学应用之乐趣.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-015
案例标题 泰勒公式

案例来源 原创

内容简介

通过数学史话之级数双子星泰勒和麦克劳林引出本节课的目标

内容泰勒定理，并介绍拉格朗日型余项和泰勒公式的特殊情形——麦

克劳林公式，通过例题练习，实践应用，让学生感受泰勒定理在函数

近似中的应用.

关 键 词 泰勒定理；拉格朗日型余项；麦克劳林公式

编写时间 2024-3-3
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

感知人类命运共同体的密切关系，了解和认识世界文化瑰宝，积

极吸纳，洋为中用，取其精华，不断成长.同时传递数学人职业素养，

追求极致、一丝不苟，精益求精、不断创新的科学家精神也是我们前

进路上的明灯和努力的方向.

素材长度 1750

案例正文

案例一 数学史话之级数双子星泰

勒和麦克劳林

1.布鲁克·泰勒于 1685 年出生在

英国的埃德蒙顿，1701 年进入剑桥大

学学习，1714 年获得法学博士学位.不

过他在大学期间也学习数学，师从梅钦

（就是发明梅钦公式的那个人，梅钦公

式是用来计算π值的实际可用的公式）.1712 年泰勒被选为英国皇家

学会会员，并进入了仲裁牛顿和莱布尼茨发明微积分优先权的委员

会，后来因为健康原因离职了.

泰勒最早提出了"马步遍历棋盘问题"，即在 64 格的棋盘上，每

格只跳一次，怎么走完整个棋盘.这个问题最终由欧拉进行了科学的

处理.1714 年到 1719 年，泰勒完成了两部极其重要的数学著作：《正

和反的增量法》和《直线透视》.而泰勒真正闻名于世的就是他在微

积分学中的将函数展开成无穷级数的定理：函数在一个点的邻域内的

值可以用函数在该点的值和各阶导数值组成的无穷级数表现出来：

然而，在半个世纪里，数学家们并没有认识到泰勒定理的重大价

值，直到拉格朗日才真正地发现了它的价值所在.拉格朗日认为这个
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定理是微积分的基本定理，并且给出了它的余项表达式，而泰勒定理

的严格证明是由一个世纪之后的柯西来完成的.

泰勒的著作《正和反的增量法》为高等数学添加了一个新的分支，

今天这个方法被称为有限差分方法.它使任何单变量函数都可展成幂

级数；同时亦使泰勒成了有限差分理论的奠基者.泰勒在书中还讨论

了微积分对一系列物理问题之应用，其中以有关弦的横向振动之结果

尤为重要.他透过求解方程导出了基本频率公式，开创了研究弦振问

题之先河.此外，此书还包括了他在数学上的其他创造性工作，如论

述常微分方程的奇异解，曲率问题之研究等.

泰勒于 1731 年就不幸离世了.泰勒对数学的贡献要比一条以他

命名的定理大得多，但是由于不喜欢明确和完整地把他的思路写下

来，因此他的许多证明没有遗留下来.

2.麦克劳林.跟泰勒一样，科林·麦

克劳林也是一名英国数学家，于 1698 年

出生在苏格兰.麦克劳林在大学期间一开

始是攻读神学的，不过由于对数学的爱

好，后来转攻数学.19 岁时担任阿伯丁大

学的数学教授（想想咱们 19 岁的时候在

干什么），并在 21 岁时当选为英国皇家学会会员.

那年他结识了牛顿，并成为了牛顿的学生.当年他就发表了第一

本重要著作《构造几何》，在这本书中描述了作圆锥曲线的一些新的

巧妙方法，精辟地讨论了圆锥曲线及高次平面曲线的种种性质.1742

年撰写的《流数论》以作为基本工具，是对牛顿的流数法作出符合逻

辑的、系统解释的第一本书.他以熟练的几何方法和穷竭法论证了流

数学说，还把级数作为求积分的方法，并独立于柯西以几何形式给出

了无穷级数收敛的积分判别法.他得到数学分析中著名的麦克劳林级

数展开式，并用待定系数法给予证明.他在代数学中的主要贡献是在

《代数论》中，创立了用行列式的方法求解多个未知数联立线性方程

组.后来由另一位数学家克莱默又重新发现了这个法则，所以现今称
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之为克莱默法则.

麦克劳林终生不忘牛顿对他的栽培，并为继承、捍卫、发展牛顿

的学说而奋斗.但是跟泰勒一样，他也在创作的盛年就去世了，只活

了 48 岁.死后在他的墓碑上刻有"曾蒙牛顿推荐"几个大字，以表达他

对牛顿的感激之情.

知识点 泰勒定理 多项式是函数中最简单的一种，用多项式近

似表达函数是近似计算中的一个重要内容，泰勒公式就是一个应用广

泛、精度更高的近似公式.

定理 6.10（泰勒定理）如果函数 )(xf 在 ],[ ba 内具有直到 n阶的

连续导数，在 ),( ba 上存在 )1( n 阶的导数，则对任意的 ],[, 0 baxx  时，

至少存在一点 ),( ba ，使得

20
0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2!

f xf x f x f x x x x x


     

( )
0

0
( ) ( ) ( )
!

n
n

n
f x x x R x
n

   (1)

其中

1
0

)1(

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n xx
n
fxR 

（介于 0x 与 x之间） (2)

注：（1）（1）式称为 )(xf 按 )( 0xx  的幂展开到 n阶的 Taylor

公式， )(xRn 的表达式（2）称为 Lagrange 型余项；

（2）当 0n 时（1）变为： ))(()()( 00 xxfxfxf   （介

于 0x 与 x之间），这就是 Lagrange 公式；即泰勒中值定理是拉格朗

日中值定理的推广.

（3）取 00 x ， )(xf 的麦克劳林公式

( )
2(0) (0)( ) (0) (0) ( )

2! !

n
n

n
f ff x f f x x R x

n


     

由此得到近似公式：

( )
2(0) (0)( ) (0) (0)

2! !

n
nf ff x f f x x

n


    

例 1.求
xexf )( 的 n阶麦克劳林公式.
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解
xn exfxfxfxf  )()()()( )(

1)0()0()0()0( )(  nffff  ，

又
xn exf  )()1(
所以

)10(
)!1(

)()( 1)1( 


  


 n
x

n
xn x

n
exRexf ，

令代入（4）式得：

)10(
)!1(!!2

1 1
2




  


n
xn

x x
n
e

n
xxxe 

由这个公式可知，若把
xe 用它的n次近似多项式表达为

2

1
2! !

n
x x xe x

n
    

所产生的误差为

11( ) (0 1)
( 1)! ( 1)!

xx
nn

n
e eR x x x
n n



   
 

  

例如取 1x  ，得到

1 11 1
2! !

e
n

    

其误差

3
( 1)! ( 1)!n
eR

n n
 

  .

当 610 2.718282 10n e  ， ，其误差不超过 .

【思政元素】1.通过历史故事讲解，提高学生的兴趣，激起学生

的好奇心，然后逐步将学生带进本节内容理论知识上.并且以”数学

可以救命”这种幽默诙谐的方式引导学生数学学习的重要性.通过几

位数学家对泰勒定理研究的时间线介绍，数学家们经过 200 多年时

间才真正的搞明白.揭示科学发展的曲折历程，帮助学生树立科学品

质，培养探索精神和良好的科学精神.

2.使学生领悟到生活中可借助已有的简单工具和方法来解决比

较复杂问题的智慧.
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分析评价

本案例通过数学名人生平及其重大发现引入，给出泰勒定理及泰

勒公式——主要是用多项式函数来逼近相对较复杂的函数.当遇到较

难研究的函数时，可以借助更具规律性的多项式函数来近似讨论，使

学生领悟到生活中可借助已有的简单工具和方法来解决比较复杂问

题的智慧.培养学生自强不息和追求完美的精神，树立正确的人生观，

培养学生的数学思维和数学研究能力.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-016
案例标题 函数的单调性

案例来源 原创

内容简介

通过热搜词条的数据变化趋势图引发学生对函数及其曲线的分

析，从而引导学生探究函数的导数和其单调性之间的关联，得出函数

单调递增（递减）的充要条件，使得学生充分理解定理内容，能够熟

练应用定理进行不等式的证明.

关 键 词 函数单调性；函数的导数

编写时间 2024-3-20
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

培养和提升学生政治认同感，厚植家国情怀，努力学习，奋发图

强.同时传递给学生做人做事的标准，应该时刻具备法治意识、权利

意识、责任意识，依法维权和遵纪守法.

素材长度 1166

案例正文

案例一 住在热搜的词条数据分

析.

1.《逃出大英博物馆》是如何走

红的？舆情热度趋势分析

2023 年 8 月底，《逃出大英博物

馆》以拟人化的手法，讲述了“小玉

壶”（原型为中华缠枝纹薄胎玉壶）

在逃出大英博物馆后，偶遇在海外工作的中国记者并在他的帮助下回

家的故事.据悉，该剧灵感来自今年 1月间的一则网友评论，博主“煎

饼果仔”在得此启发后，与“夏天妹妹”共赴英国，耗时 3个月完成

了制作.

该剧虽仅有 3 集，时长不过 17

分钟，但在热度及口碑上都收获不俗.

在更新一周后，剧集抖音播放量达

2.7 亿，B站播放量 1505.9 千万，小

红书获赞 1524.5k.另据新榜数据，两

位主创近 7 天内在抖音分别涨粉 269

万、114 万，在小红书分别涨粉 27 万、39 万，在快手分别涨粉 63 万、

43 万，累计涨粉超 555 万.不仅如此，《逃出大
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英博物馆》还获得 CCTV6、人民文娱、中国

青年网等央媒好评.

此外，剧集还带起了“大英博物馆文物

拟人”的话题潮流，吸引众多博主参与到主

题变装创作中.

案例二 天水麻辣烫的“花路”

2024 年 3 月前，有关“甘肃天水麻辣烫”的信息相对较少，声量

趋势处于低位.进入 3月后，尤其自 3月 12 日开始，相关信息迅速增

加，呈现“爆炸性”增长.甘肃天水麻辣

烫”相关词条的产生趋势与声量相同，3月

12 日开始，各平台词条数量增速迅猛.快

手、今日头条、抖音、微博四平台相关词

条占比达 87%.

提问：在互联网数据为王的时代，如果能解析住在热搜的秘诀，

是否就能流量长虹呢？

知识点

定理 6.3 设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，在开区间 ),( ba 内可

导，则有

（1）若在 ),( ba 内 ，0)(  xf 则 )(xf 在 ],[ ba 上单调增加；

（2）若在 ),( ba 内 ，0)(  xf 则 )(xf 在 ],[ ba 上单调减少.

注记：

（1）定理中的闭区间换成其他各种区间（包括无穷区间），结

论仍然成立.

（2）若在 ),( ba 内 ，0)(  xf ，或 ]0)([  xf 但等号只在个别点处成

立，则也有相应结论.

例 1 判定函数 xxy sin 在 ],[  上的单调性.

解 因为在 ],[  内 ，0cos1  xy 且等号仅在 0x 处成立，
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所以函数 xxy sin 在 ],[  上单调增加.

函数单调性应用——证明不等式

不等式证明通常比较困难，其原因在于证明不等式的方法虽很

多，但各种方法通常都不具一般性.利用拉格朗日中值定理可以证明

不等式，但该方法要求所证不等式能写成某个函数的增量的形式，因

而也不够一般性.利用函数的单调性，可建立一种不等式证明的较一

般的方法.

例 2证明对任何实数 x，有 .1 xe x 

证明 令 .1)(,1)(  xx exfxexf 则 当 0x 时， 0)(  xf ， f

单调增加，故 ；)0()( fxf  当 0x 时， ,0)(  xf ， f 单调减少，故

；)0()( fxf  又因为 ，0)0( f 所以当 0x 时， )0()( fxf  恒成立，即

.1 xe x  而当 0x 时， .1 xe x  所以对任何实数 .1, xex x 有

【思政元素】生活中的“单调”有哪些呢？

数学与生活具有密不可分的联系.例如：

（1）利用导数判断函数的单调性，是导数几何意义在研究曲线

变化规律时的重要应用，充分体现了数形结合的思想，我国著名数学

家华罗庚曾说过：“数形结合百般好，隔裂分家万事休.”

（2）生活中经常会有许多关于“单调”的说法，例如常有人说：

“我的生活好单调.”其实表达的就是生活中没有波折，每天都是一

个样，没有做到多姿多彩.

（3）同一个函数，随着自变量的变化，呈现出不同的单调性，

成语“否极泰来”和 “乐极生悲 ”都是生活中单调性改变的生动说

明.

分析评价

本案例通过热搜词条的数据变化趋势图引发学生对曲线的分析，

对函数单调性的理解，调动所学导数解释函数的单调性，将生活和数

学联系起来，让数学知识点变得生动有趣，容易理解.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-017
案例标题 函数极值

案例来源 原创

内容简介

本案例通过经典影视剧目片段引发学生的激烈讨论，通过对这一

影视剧情节的各抒己见，向学生展示“人外有人，天外有天”的汉语

俗语.意在强调和引导学生树立正确的人生观，涵养个人道德修养；

调动学生的积极性，和学生在探究中发现函数极值的判定方法，培养

学生严密的数学逻辑思维能力和数学问题解决能力.

关 键 词 函数极值；极大值、极小值；充分条件

编写时间 2024-3-16
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

弘扬中华民族优秀传统文化，培养学生树立正确的人生观价值

观，积极涵养个人道德修养，调动学生数学逻辑思维能力和严密的问

题解决能力.

素材长度 1166

案例正文

案例一 周芷若连张无忌也能吊

打，为何被黄衫女子秒杀？

《倚天屠龙记》是金庸先生的武侠

小说，同时也是一部影视剧，相信看过

《倚天屠龙记》的读者和观众都知道，

金庸先生在小说中，塑造了“周芷若”这样的一个美人形象，一开始

她是清雅艳俗、楚楚动人的，是很多人心中的“女神”形象，但最终

成为了一个“女魔头”，练就一手“九阴白骨爪”的阴毒功夫，让不

少高手惊叹不已.在少林寺屠狮大会上，周芷若和张无忌交手，张无

忌因为念旧情，被周芷若击败，险些命丧九阴白骨爪之下，好在胸口

的伤疤，让周芷若手下留情，虽然她放了张无忌，但却打算直接击毙

张无忌的义父“金毛狮王谢逊”，在这危难时刻，神秘的“黄衫女子”

出现，救了谢逊一命.

【思政元素】这个片段告诉我们，“人外有人，天外有天”，正

如函数的极值.高明的人上面还有更高明的人，就像我们看见的天之

外还另有天一样；能人之上往往更有能人，激励我们不能满足于现状，

要时刻保持谦虚谨慎，踏踏实实做事儿，谦虚谨慎做人，勤奋好学，

孜孜不倦，锐意进取.
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知识点

设 )(xf 在 0x 的某邻域 ),( 0 xU 内有定义.若对任意 ),( 0 xUx 内

有 ),()( 0xfxf  则称 )(xf 在点 0x 取得极大值 ；)( 0xf 若对任意

),( 0 xUx 内有 ),()( 0xfxf  则称 )(xf 在点 0x 取得极小值 ).( 0xf

函数的极大值与极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的点

称为极值点.

注记：

（1）极值是一个局部概念，是局部的最值，一个函数不仅可有

多个不等的极大值和极小值，而且极小值还可以大于极大值.

（2）函数的极值点只能是函数定义区间内部的点，区间的端点

不会是函数极值点.

（3）可能取得极值的点有导数等于零的点(驻点)和导数不存在

的点(不可导点).

驻点：使 0)(  xf 的点 x称为函数 )(xf 的驻点.

极值存在的必要条件：

设函数 )(xf 在 0x 处可导，且在点 0x 处取得极值，那么 .0)( 0  xf

定理 6.11(极值的第一充分条件)

设函数 )(xf 在点 0x 连续，且在点 0x 的某一去心邻域 ),( 0 xU 内可

导.

（1）若 ),( 00 xxx  时， ),(,0)( 00  xxxxf 时 ,0)(  xf 则

)(xf 在点 0x 处取得极大值；

（2）若 ),( 00 xxx  时， ),(,0)( 00  xxxxf 时 ,0)(  xf 则

)(xf 在点 0x 处取得极小值；

（3）若 )(xf  在 ),( 0 xUx 内不改变符号，则 )(xf 在点 0x 处不

取得极值.

注记：函数判别极值的第一充分条件优点是既可判别驻点的极值

性，也可判别导数不存在的点的极值性.
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定理 6.12 (极值的第二充分条件)

设函数 )(xf 在点 0x 处有二阶导数，且 ,0)(,0)( 00  xfxf 则

（1）如果 ,0)( 0  xf 则 )(xf 在点 0x 处取得极大值；

（2）如果 ,0)( 0  xf 则 )(xf 在点 0x 处取得极小值；

（3）当 0)( 0  xf 时， )(xf 在点 0x 处可能取得极值也可能不取

得极值.

例 1 求 )5()( 3
2

 xxxf 的极值和单调区间.

解 定义域为 ),(  ，计算导数

.
3

105)3102(
3
1)5x

3
2)(

3
3
1

3
2

3
1

x
xxxxxxxf 




（

令 0)(  xf 得 ,2x 另有 )(xf  不存在的点 .0x

列表讨论，可得：
x (-∞，0) 0 (0，2) 2 (2，+∞)

)(xf  + 不存在 - 0 +

)(xf ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

综上， )(xf 在(一∞，0]和［2，+∞)单调增加，在[0，2]单调

减少，在 0x 处取得极大值 ,0)0( f 在 2x 处取得极小值

)2(f 3 43 .

例 2 求函数 693)( 23  xxxxf 的极值.

解 定义域为 ),(  ，计算导数

)1(6)(),3)(1x3963)( 2  xxfxxxxf （ .

令 0)(  xf 得两个驻点 .1,3 21  xx 因为 ,012)3( f 所以

21)3( f 为极大值；因为 ,012)1( f 所以 11)1( f 是极小值.

注记：判别极值的第二充分条件优点是应用简便，只需通过驻点

处的二阶导数的符号便可确定可能极值点的极值性；缺点是使用范围
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有限，对 )()(0)( xfxfxf  及、 同时不存在的点不能使用.

【思政元素】 通过学习极值的 2 个充分条件，引导学生学会从

不同的角度处理同一个问题，培养数学思维的灵活性，提高分析和解

决问题的能力，感受数学之美.

分析评价

本案例通过经典影视剧目片段引发学生的激烈讨论，通过对这一

影视剧情节的各抒己见，向学生展示“人外有人，天外有天”的汉语

俗语.意在强调和引导学生树立正确的人生观，涵养个人道德修养；

通过研究函数极值的判定方法，培养学生的数学问题解决能力.

评价者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-018
案例标题 函数最值

案例来源 原创

内容简介

本案例通过“中国之最”引发学生对“最”话题的讨论度，点

题“函数的最值”，通过两类例题的解析，明确了数学中和生活中

对“最”问题的关注度，激发学生对本堂课的学习兴趣，培养学生

应用所学解决较综合数学问题的能力.

关键 词 函数最值；最大值、最小值

编写时间 2022-5-2
编 著 者 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
增强民族自豪感，扩展学生全球视野，同时可以增强其环保意

识，强化国家主体意识，爱祖国、爱人民、爱家乡、爱学校.

素材长度 1228

案例正文

案例一 中国之“最”

1.中国最大的内陆盆地——塔里

木盆地.在新疆维吾尔自治区南部.北、

西、南为天山、帕米尔和昆仑山、阿尔

金山环绕.

2.中国最大的草原——呼伦贝尔

大草原.呼伦贝尔草原位于内蒙古自治

区东北部，大兴安岭以西，因呼伦湖、

贝尔湖而得名.地势东高西低，海拔在

650～700 米之间，总面积约为 10 万平

方千米(一亿四千九百万亩)，是世界著名的天然牧场，是世界四大

草原之一.

3.中国最大的平原——东北平原.

东北平原或称松辽平原、关东平原，是

中国三大平原之一，也是中国最大的平

原，位于中国东北部，由三江平原、松

嫩平原、辽河平原组成，地跨黑龙江、

吉林、辽宁和内蒙古四个省区，地处大、小兴安岭和长白山脉之间，

北起嫩江中游，南至辽东湾，南北长约 1000 千米，东西宽约 400 千

米，面积达 35 万平方千米.
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4.中国最大的高原——青藏高

原.青藏高原是中国最大、世界海拔最

高的高原，被称为“世界屋脊”、“第

三极”，南起喜马拉雅山脉南缘，北

至昆仑山、阿尔金山和祁连山北缘，西部为帕米尔高原和喀喇昆仑

山脉，东及东北部与秦岭山脉西段和黄土高原相接，青藏高原东西

长约 2800 千米，南北宽约 300～1500 千米，总面积约 250 万平方千

米.

5.中国最高的山脉——喜马拉

雅山脉.喜马拉雅山脉，位于青藏高

原南巅边缘，是世界海拔最高的山

脉，其中有 110 多座山峰高达或超过

海拔 7350 米.是东亚大陆与南亚次大陆的天然界山，也是中国与印

度、尼泊尔、不丹、巴基斯坦等国的天然国界，西起克什米尔的南

迦-帕尔巴特峰，东至雅鲁藏布江大拐弯处的南迦巴瓦峰，全长

2450km，宽 200～350km.

7.中国最长的峡谷——长江三

峡.长江三峡又名峡江或大三峡，位

于中国重庆市、恩施州、宜昌市地

区境内的长江干流上，西起重庆市

奉节县的白帝城，经过恩施，东至

湖北省宜昌市的南津关，全长 193 千米，由瞿塘峡、巫峡、西陵峡

组成.

8.中国最高的盆地——柴达木

盆地.柴达木盆地是中国三大内陆

盆地之一，属封闭性的巨大山间断

陷盆地.位于青海省西北部，青藏高

原东北部，主要在海西蒙古族藏族

自治州.西北北抵阿尔金山脉；西南至昆仑山脉；东北有祁连山脉，
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面积 25.7768 万平方千米.

9.中国最低的盆地——吐鲁番

盆地.吐鲁番盆地是新疆天山东部

南坡的一个山间盆地，范围以吐鲁

番市为主，50140 平方千米.“吐鲁

番”是维吾尔语“低地”的意思.

10.中国最深的峡谷——虎跳

峡.虎跳峡位于香格里拉市虎跳峡

镇境内，距香格里拉市 96 公里，距

丽江市 80 公里.发源自青海格拉丹

东雪山的金沙江迢迢千里奔波到

此，突遇玉龙、哈巴两座雪山的阻挡，原本平静祥和的江水顿时变

得怒不可遏，虎跳峡是万里长江第一大峡谷，横穿与哈巴和玉龙雪

山之间因猛虎跃江心石过江的传说而得名.3900 米下的水石咆哮，

216 米短距离落差，以其山高谷深，雄奇险峻闻名于世.

知识点 就两种情形给出求函数最大值最小值的方法.

（1）函数 )(xf 在闭区间[a，b]上连续，求 )(xf 在[a，b]上的

最大值和最小值；

（2）实际问题中求目标函数的最大值或最小值.

归纳求连续函数 )(xf 在[a，b] 上最值的步骤：

1.求出 )(xf 在(a，b)内可能取得极值的点(驻点和不可导点)

nxxxx ,...,,, 321

2.比较

)},(),...,(),(),(),(max{)(max 21 n
bxa

xfxfxfbfafxf 


)}.(),...,(),(),(),(min{)(min 21 nbxa
xfxfxfbfafxf 



【思政元素】本案例通过“中国之最”让学生领略祖国的大好

河山，激发学生的爱国之情，引发学生对“最”话题的讨论度，点
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题“函数的最值”，通过两类例题的解析，明确了数学中和生活中

对“最”问题的关注度，吸引学生不断勇攀生活和学习的高峰，创

造属于自己的“每日之最”.意在培养学生的坚强勇敢、自立自强、

奋斗不息的美好品质.

分析评价

本案例通过“中国之最”让学生领略祖国的大好河山，激发学

生的爱国之情，引发学生对“最”话题的讨论度，点题“函数的最

值”，通过两类例题的解析，明确了数学中和生活中对“最”问题

的关注度，吸引学生不断勇攀生活和学习的高峰，创造属于自己的

“每日之最”.意在培养学生的坚强勇敢、自立自强、奋斗不息的美

好品质.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-019
案例标题 函数曲线的凹凸性

案例来源 原创

内容简介

从认识中国地形剖面图出发，激发学生对祖国大好河山的热爱

和保护意识.通过生动的案例抛出疑问，引导学生学习函数曲线凹

凸性的内容，掌握判定方法，会判断函数的凹凸性、找到函数图像

的拐点.同时，严谨证明，培养学生严密的数学逻辑思维能力.

关 键 词 函数凹凸性；拐点；导数；充要条件

编写时间 2024-3-6

编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
培养学生严密的数学证明逻辑和科学思维方法，激发学生对祖

国大好河山的热爱之情，培养学生民族意识

素材长度 1071

案例正文

案例一 中国地形剖面示意图

凹坡和凸坡、通视问题是地形坡面图的主要应用，在地理科目

学习中经常会遇到.而地形剖面图可以很直观地帮助我们判断和了

解某一方向某一区间的地势高低起伏状况，同时可以帮助人们了解

野外考察时观测点与被观测点之间的通视情况.

具体优点有如下两个方面：

（1）地形剖面图判断地势的情况比分层设色地形图和等高线

地形图形象而且直观.

（2）利用地形剖面图可以很好地了解实际地点的通视情况.

【思政元素】1.从认识中国地形剖面图出发，可以激发学生对

祖国大好河山的热爱和保护意识.通过生动的案例让学生深刻了解

到自然环境对人类的重要性，以及我们对自然环境的依赖.从而在

潜移默化中培养学生的热爱祖国、保护环境的情感，增强学生对祖

国的认同感和自豪感.
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2.地形教学还可以扩大学生的视野，增加对民族地理环境的认

识.学生可以深入了解祖国各地的地貌特征，从而加深学生对祖国

的多元文化和多样性的认知，增强对本国民族地理环境的认同感和

自豪感.

知识点 函数的凹凸性

定义 1 设 f(x)为定义在区间 I上的函数 如果对 I上任意两点

x 1 x 2和任意实数 )1,0( ，总有

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf   ， （1）

则称 f为 I上的凸函数.反之，如果总有

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf   ， （2）

则称 f为 I上的凹函数.

如果（1）、（2）中的不等式改为严格不等式，则相应的函数

称为严格凸函数和严格凹函数.

容易证明，若-f为区间 I上的凸函数，则 f为区间上 I的凹函数.

因此今后只需讨论凸函数的性质即可.

引理 f为区间 I上的凸函数的充要条件是对于 I上的任意三点

321 xxx  ，总有

23

23

12

12 )()()()(
xx
xfxf

xx
xfxf






 .

定理 6.14 设 f为区间 I上的可导函数，则下列论断相互等价：

（1）f为区间 I上的凸函数；

（2） f 为区间 I上的增函数；

（3）对 I上任意两点 x 1 x 2，有

))(()()( 12112 xxxfxfxf  .
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注记：论断（3）的几何意义是：曲线 )(xfy  总是在它的任一

切线的上方.

定理 6.15 设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续 在(a b)内具有一阶和二阶导

数，则

（1）若在(a b)内 ( ) 0f x   则 ( )f x 在[ , ]a b 上的图形是凹的；

（2）若在(a b)内 ( ) 0f x   则 ( )f x 在[ , ]a b 上的图形是凸的.

例 1 判定曲线 y= xln 的凹凸性.

解 函数的定义域为 ),0(  ， 2

1'',1'
x

y
x

y 

当 x>0 时 0'' y ，故 y=lnx在 ),0(  内是向下凹的.

定义 2 连续函数曲线上严格凹区间和严格凸区间的分界点称

为曲线的拐点.

定理 6.16 若 f 在 0x 二阶可导，则 ))(,( 00 xfx 为曲线拐点的必要

条件是 0)( 0  xf .

定理 6.17 若 f 在 0x 可导，则 f 在某邻域 )( 0xU  上二阶可导.若

在 )( 0xU 
 和 )( 0xU 

 上 )( 0xf  的符号相反，则 ))(,( 00 xfx 为曲线拐

点.

【思政元素】培养学生严密的数学证明逻辑和科学思维方法.

数学推理和证明需要学生建立正确的思维方式.首先，学生需要注重

思维的逻辑性，善于分析问题，并从中找出规律和关联.其次，学生

需要培养严谨性的思维方式，通过学习证明过程和结构，使学生形

成追求证明正确性的思维方式.最后，学生需要发展创造性思维，鼓

励学生从不同的角度思考问题，并提供多元化的解决方法.

分析评价

本案例从认识中国地形剖面图出发，可以激发学生对祖国大好

河山的热爱和保护意识.通过生动的案例让学生深刻了解到自然环

境对人类的重要性，以及自然环境中蕴含的数学.从而在潜移默化

中将知识点传送给学生，而且还培养了学生热爱祖国、保护环境的

情感，增强学生对祖国的认同感和自豪感.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-020
案例标题 曲率

案例来源 原创

内容简介

介绍西班牙高铁脱轨事故，分析脱轨原因是否与弯道设计有

关，从而引出曲率的概念，使学生深刻理解曲率的物理意义，从而

探索对曲率的定义和计算表达式；介绍砂轮打磨案例，学生能够学

以致用.

关 键 词 高铁脱轨；砂轮打磨；曲率

编写时间 2021-6-3
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

让学生感受数学思想无处不在，让学生深刻体会数学的科学性

和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的

作风。

素材长度 1207

案例正文

案例一 2013 年 7 月 24 日晚 8

点 42 分左右，一列从西班牙首都马

德里开往北部城市费罗尔的火车在

途经圣地亚哥附近时发生脱轨.目前

事故的原因尚在调查之中.据最新数

据统计，已有 60 人在此次事故中丧生，另有 131 人受伤.死亡人数

已经上升到 80 人，170 余人受伤.加利西亚自治区政府代表华雷斯

说，事故原因正在调查中，目前没有迹象表明本次严重事故是由外

部原因造成的.西班牙首相马里亚诺·拉霍伊 24 日晚向火车脱轨事故

的死难者表示哀悼，希望受伤人员尽快康复.

案例二 从 2008 年第一条高速

铁路——京津城际铁路投入运营，

到如今形成全球最大的高速铁路

网络，中国高铁实现了从无到有、

从追赶到领跑的华丽转身.记得当

年，“和谐号”动车组首次亮相，以其优雅的外形、平稳的运行、

惊人的速度，迅速成为了国人的骄傲.而后的“复兴号”，更是将中

国高铁的速度推向了 350 公里/小时的新高度，让世界对中国速度刮

目相看.随着科技的不断进步，高铁的未来充满了无限可能.智能化、

https://baike.so.com/doc/2160516-2286087.html
https://baike.so.com/doc/2160516-2286087.html
https://baike.so.com/doc/5062223-5289521.html
https://baike.so.com/doc/6152354-6365558.html
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绿色化成为了新的发展趋势.比如，无人驾驶高铁、超级磁悬浮列车

的概念正逐步变为现实.想象一下，未来的高铁不仅速度快，而且更

加环保节能，甚至可能实现跨国界的无缝连接，让地球村的概念更

加真切.同时，随着 5G、物联网等技术的应用，高铁旅行将变得更

加便捷、个性化，让每一次出行都成为一次享受.

案例三 车身色彩以青花蓝为主基调，配以动感十足的白色飘

带，一朵朵晶莹剔透的雪花若隐若现……时间回到 2019 年 12 月 30

日，首列京张高铁“复兴号”智能动车组从北京北站出发，驶向河

北张家口市崇礼区太子城站，世界上首条时速 350 公里的智能高铁

——京张高铁正式开通试运营.

“如今，“复兴号”家族已形成系列产品，能够适应高原、高

寒、湿热、风沙等多种运行环境需求.”京张高铁“复兴号”智能动

车组副总设计师朱彦，正是王健所说的前辈之一.“一列‘复兴号’

高速列车，有 50 多万个零部件，高铁制造涉及冶金、高分子材料、

合成材料、精密仪器、机械、电力等众多产业.中国铁路的发展，背

后是我们自主创新能力的增强和制造业的升级.

知识点 曲率描述曲线弯曲程

度.轨道的曲率设计是工程设计和

道路桥梁设计的理论基础，同时也

是一项复杂的任务.为了保证高铁

的安全性和舒适性，轨道的曲率必

须经过精确的计算和设计.

【思政元素】1.设计上的小失误，往往会导致大事故的发生，

从而使无数生命付出代价，启发学生应秉持严谨细致的工作态度、

求真务实的工作作风.

2.用我国高铁取得的巨大成就激发学生的爱国热情和民族自

豪感，引导学生了解曲率知识背后的感人事迹和科学家精神.

案例二 设一工件内表面的截痕为一椭圆, 现要用砂轮磨削其

内表面 , 问选择多大的砂轮比较合适?
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解 设椭圆方程
cos

(0 2 , ),
sin

x a t
t b a

y b t



   

可知椭圆在 ( ,0)a

处的曲率最大，即曲率半径最小，且

0

3
2 2 2 2 22( sin cos )

t

a t b t bR
ab a


 

显然, 砂轮半径不超过
2b
a

时，才不会

过度磨损或有的地方磨不到的问题.

知识点 光滑曲线弧上自点M

开始取弧段，其长为 s ，对应切线转角为  ，定义弧段 s 上的平

均曲率 | |,K
s
 




M点 处曲率为
0

lim | | | |
s

dK
s ds
 

 


 



3
2 2

| |

(1 )

yK
y





曲率的计算公式： .

【思政元素】理论联系实际，培养学生的数学建模能力，提高

分析问题和解决问题的能力.

分析评价

案例一通过事故引发学生对弯道设计的思考，从而加深学生对

曲率内容的学习印象，培养学生具备科学严谨、求真务实的精神；

用我国高铁取得的巨大成就激发学生的爱国热情和民族自豪感.案

例二向学生直观展现砂轮，使学生认识的到砂轮打磨过程中蕴含的

数学元素，深刻体会到了数学无处不在，使学生学以致用.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-021
案例标题 曲率及函数图像的讨论

案例来源 原创

内容简介

本案例通过日常生活中骑行时过弯细节、高铁轨道中缓冲轨道设

计的意图等生活常见实例引入曲率教学内容，通过鼓励学生大胆猜

想，考虑与曲线弯曲程度有影响的量而展开课程教学，注重培养学生

提出问题、解决问题的能力，通过恰当讲练，让学生掌握新知识.

关 键 词 曲率；函数图像的描绘；渐近线

编写时间 2024-3-3
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 拓展学生认知视野，带领学生感悟中国速度，厚植家国情怀

素材长度 932

案例正文

案例一 大家在骑自行车时是否

有这样的感觉，转大弯比转小弯轻松

一些？

案例二 中国高铁在不到二十年的时间里从无到有，总里程达到

4.3 万公里，预计 2023 年底可达 4.5

万公里，是世界第一。高铁最高时速

可达 350 公里每小时，安全性高，是

世界上运营里程最长、运行速度最

快、安全系数最高的交通工具。中国

高铁已经成为中国制造的金色名片，

让更多人了解并热爱中国制造高铁过弯时的轨道设计：火车轨道由直

轨转入弯道时，通常不是立即接上圆弧轨道，往往在直道和弯道之间

接入一段缓冲段，分析一下为什么？

案例三 “如果我们把 18 世纪的

数学家们想象为一系列的高峰峻岭,

那么最后一座使人肃然起敬的峰巅便

是高斯”.高斯是 18、19 世纪之交最

伟大的德国数学家、天文学家和物理

学家, 他的贡献遍及纯数学和应用数
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学的各个领域，在数论、代数、非欧几何、微分几何、超几何、级数、

复变函数及椭圆函数论等方面均有一系列开创性的贡献, 他在学术

上十分谨慎, 恪守这样的原则:“问题在思想上没有弄通之前决不动

笔”. 他的形象已经成为数学告别过去，走向现代数学时代的象征.

高斯：“我要定量分析曲率，我要自己发明描述曲率的数学工具，定

义自然界曲率的数学规则，而不是定性地用“大”或者“小”描述

它.”

弧段弯曲程度越大，转角越大；

转角相同，弧段越短，弯曲程度越大.

即曲线与切线的转角成正比，与弧长成反比.

知识点

定义.设 M 与 N为光滑平面曲线 C 上的两点，曲线 C在点 M 处的

曲率

||||lim
0 ds

d
s

k
s










.

（1）直线的曲率处处为零；

（2）圆上各点的曲率等于半径的倒数，且半径越小曲率越大.

2.曲率的计算公式

（1）由直角坐标方程表示的平面曲线曲率的计算公式

设曲线 C 的直角坐标方程为 )(xfy  ，其中 )(xf 上具有二阶导
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数.曲线 C在点 M(x，y)处的曲率的计算公式

2
3

2 )1(

||

y

yk



 .

（2）由参数方程表示的平面曲线曲率的计算公式

设光滑曲线 C 的参数方程为 ],[
),(
),(









t
tyy
txx

，其中 )(tx 与 )(ty 二阶可

导，且 022  yx ，曲线 C在点 M处曲率的计算公式

2
3

22 )(

||

yx

xyyxk





（3）由极坐标表示的平面曲线曲率的计算

设光滑曲线 C的极坐标方程为 ],[),(   ，

],[
,sin)(
,cos)(












y
x

，

则

2
3

22 )(

||

yx

xyyxk





当曲线 )(xfy  上的一动点 P沿着曲线移向无穷点时，如果点 P

到某定直线 L的距离趋向于 0，那么直线 L 就称为曲线 )(xfy  的一

条渐近线.

【思政元素】1.以中国高铁的发展引入学习内容“曲率”，引领

学生思考新时代背景下，我们应该如何为“中国速度”发力，引发共

鸣.

2.培养学生精益求精的学习态度和不断创新的精神.

分析评价

本案例通过高铁轨道设计引入曲率教学内容，教学环节设计巧

妙，注重培养学生独立思考、解决问题的能力，在讲练结合中让学生

掌握新知识.培养学生精益求精的学习态度和不断创新的精神.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院



67

案例编号 20031101-022
案例标题 实数的完备性 1
案例来源 原创

内容简介

完备性是实数集有别于有理数集的重要特征，是实数集的优点，

因此将极限理论建立在实数集上，极限理论就有了稳固的基础.主要

介绍（1）实数的区间套定理；（2）掌握聚点定理. 通过介绍魏尔斯

特拉斯的传奇一生，培养学生的严谨治学的精神，提升学生推陈出新

的勇气.
关 键 词 区间套定理，聚点定理

编写时间 2024-5-30
编 著 者 岳毅蒙 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生严谨治学的精神和推陈出新的勇气

素材长度 1138

案例正文

案例一 卡尔·特奥多尔·威廉·魏尔斯特拉

斯（1815 年 10 月 31 日-1897 年 2 月 19 日），

德国数学家，在数学史上，魏尔斯特拉斯关于

分析严格化的贡献使他获得了“现代分析之父”

的称号.他是把严格的论证引进分析学的一位

大师，为分析严密化作出了不可磨灭的贡献，

是分析算术化运动的开创者之一.这种严格化的突出表现是创造了一

套语言，用以重建分析体系.他批评柯西等前人采用的“无限地趋近”

等说法具有明显的运动学含义，代之以更严密的表述，用这种方式重

新定义了极限、连续、导数等分析基本概念，特别是通过引进以往被

忽视的一致收敛性而消除了微积分中不断出现的各种异议和混乱.

知识点

一、区间套定理

定义 1 设闭区间列{[ , ]}n na b 具有如下性质：

（1） 1 1[ , ] [ , ], 1, 2, ;n n n na b a b n   

（2） lim( ) 0n nn
b a


 

则称{[ , ]}n na b 为闭区间套，或简称区间套.

定理 7.1(区间套定理) 若{[ , ]}n na b 是一个区间套，则在实数系中

存在唯一的一点使得 [ , ], 1, 2,n na b n    ,即

https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6/1210991?fromModule=lemma_inlink


68

, 1, 2, .n na b n   

证（使用单调有界定理） 先证存在性.因为{[ , ]}n na b 是一个区间

套，所以

1 2 2 1 ,n na a a b b b         

又设 lim nn
a 


 ，且由条件 2 有 lim lim( ) limn n n n nn n n

b b a b a 
  

    

由单调有界定理的证明过程有 , 1, 2, .n na b n    再证唯一性.

设也满足 , 1, 2, .n na b n     那么，

, 1,2, .n nb a n     

由区间套的条件 2 得

lim( ) 0n nn
b a 


   

故有   .

推论 若 [ , ]( 1, 2, )n na b n    是区间套{[ , ]}n na b 所确定的点,则

对任给的 0  ,存在 0N  ,使得当n N 时有[ , ] ( , )n na b U   .

二、聚点定理

定义 2 设 S 为数轴上产的点集，为定点，若的任何邻域内都

有含有 S 中无穷多个点，则称为点集 S 的一个聚点.

例如:
1{( 1) }n

n
  有两聚点 1, 1    .

1{ }
n

有一个聚点 0  .

( , )a b 内的点都是它的聚点,所以开区间集 ( , )a b 有无穷多个聚点.

定义 2 对于点集 S ，若点的任何 邻域内都含有 S 中异于的

点，即 0 ( ; )U S    ，则称为 S 的一个聚点.

定义 2 若存在各项互异的数列{ }nx S ,则其极限 lim nn
x 


 称

为 S 的一个聚点.

三个定义等价性的证明: 证明思路为: 2 2 2 2    .

定义2 2  的证明:

由 定 义 2 设  为 S 的 一 个 聚 点 , 则 对 任 给 的 0  , 存 在
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0 ( , )x U S   .

令 1 1  ,则存在
0

1 ( , )x U S   ;

令 2 1
1min( ,| |)
2

x   ,则存在
0

2 2( ; )x U S   ,且显然 2 1x x ;



令 1
1min( ,| |)
2n nx    , 则 存 在

0 ( ; )n nx U S   , 且 显 然 nx 与

1 1, , nx x  互异;



得 S 中各项互异的数列{ }nx ,且由
1| |n n nx
n

    ,知 lim nn
x 


 .

由闭区间套定理可证聚点定理.

定理7.2 (Weierstrass聚点定理) 实数轴上的任一有界无限点集 S

致少有一个聚点.

证 （用区间套定理证明，体会区间套的构造）由于 S 有界, 所

以存在 0M  ,使得 [ , ]S M M  ,记 1 1[ , ] [ , ]a b M M  ,

将 1 1[ , ]a b 等分为两个子区间.因 S 为无限点集,故意两个子区间中至少

有一个含有 S 中无穷多个点,记此子区间为 2 2[ , ]a b ,则 1 1 2 2[ , ] [ , ]a b a b

且 1
2 2 1 12 ( )b a b a M    .再将 2 2[ , ]a b 等分为两个子区间,则其中至少

有一个含有 S 中无穷多个点 ,取出这样一个子区间记为 3 3[ , ]a b ,则

2 2 3 3[ , ] [ , ]a b a b ,且

1
3 3 2 22 ( )

2
Mb a b a   

依次继续得一区间列{[ , ]}n na b ,它满足:

1 1[ , ] [ , ], 1, 2, ;n n n na b a b n   

2 0( ),
2n n n

Mb a n   

即{[ , ]}n na b 为闭区间套，且其中每一个闭区间都含有 S 中无穷多个

点. 由区间套定理，存在唯一的一点使得 [ , ], 1, 2,n na b n    .由定

理 1 的推论，对任给的 0  ，存在 0N  ，使得当 n N 时有
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[ , ] ( , )n na b U   .从而 ( ; )U   含有 S 中无穷多个点，按定义 2为 S

的一个聚点.

【思政元素】1.实数完备性定理的阐述，使学生更好地体会数学

的发现、发展过程以及由此产生的各种数学思想方法，理解数学的严

谨性，培养逻辑思维能力.闭区间套定理套出的那一点（痛苦的或失

败的经历）在人生道路上是微不足道的.聚点定理引导学生在大千世

界总能找到志同道合的人.

2.通过介绍数学家魏尔斯特拉斯对分析学的贡献，培养学生的严

谨治学的精神，提升学生推陈出新的勇气.

分析评价

本案例阐述了实数完备性定理，通过介绍数学家魏尔斯特拉斯对

分析学的贡献，培养学生的严谨治学的精神，提升学生推陈出新的勇

气.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-023
案例标题 实数的完备性 2

案例来源 原创

内容简介

介绍数学家海涅和博雷尔的的生平事迹及从事数学研究的辛勤

劳动、刻苦钻研、追求知识和真理的精神，引导学生拿出超越自我的

勇气，培养和训练他们不怕困难、勇于探索的意志品质，使他们明白

为世界进步作贡献才是人生最有意义的追求.

关 键 词 致密性定理，柯西收敛准则，有限覆盖定理

编写时间 2024-5-30
编 著 者 岳毅蒙

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生追求知识和真理的精神和敢于超越自我的勇气

素材长度 1626
案例正文 案例一 海因里希·爱德华·海涅，德国数学

家，出生于 1821 年 3 月 16 日，1838 年到柏林大

学、哥廷根大学攻读，是高斯、狄利克雷的学

生.1842 年在柏林大学获得哲学博士学位.1844

年任教于波恩大学，1848 年成为特别教授，同年

九月被聘为哈雷-维滕贝格大学教授，1864-1864

年任校长，先后被选为普鲁士科学院通讯院士、哥廷根科学协会会员，

1877 年，在高斯诞辰纪念日获得高斯奖章以表彰他对数学的贡献.他

独立发现了海涅定理，提出了著名的“有限覆盖定理”.他还建立了

沟通数列极限与函数极限的桥梁，给出了无理数的算术定义，他的主

要著作有《球面函数指南》等.

案例二 博雷尔（1871 年 1 月 7 日-1956 年 2 月 3 日）法国数学

家，他的一生成就甚丰，对数学分析、函数论、

数论、代数、几何、数学物理、概率论等诸多分

支都有杰出的贡献.在他不下 300 种作品中，有

30 余本著作多次再版，不少译成外文，他还多次

获法国科学院奖，是 20 世纪第一流的数学家.他

写的《发散级数论》1899 年获得法国科学院大奖，

他完善了海涅（Heine）提出的覆盖定理，即现在的所谓“海涅-博雷

尔定理”或“有限覆盖定理”，此定理和戴德金的“分割”法则、区
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间套定理、波尔察诺-魏尔斯特拉斯聚点存在定理是等价的.法国数学

家蒙泰尔（Montel）曾说：“博雷尔的思想将会长久地继续在研究中

发挥影响，就像远处的星光散布到广阔的空间.”在数学中以他的姓

氏命名的有：博雷尔函数、博雷尔测度、博雷尔变模、博雷尔集、博

雷尔强大数律、博雷尔定理等等.

知识点

回顾：定理 7.2 (Weierstrass 聚点定理) 实数轴上的任一有界无

限点集 S 致少有一个聚点.

一、致密性定理与柯西收敛准则

1. 推论(致密性定理) 有界数列必含有收敛子列.

证 设{ }nx 为有界数列. 若{ }nx 中有无限多个相等的项，显然成

立. 若数列{ }nx 中不含有无限多个相等的项，则{ }nx 在数轴上对应的

点集必为有界无限点集，故由聚点定理，点集{ }nx 至少有一个聚点,

记为 .由定义 2，存在{ }nx 的一个收敛子列(以为极限).

2. 柯西收敛准则：数列{ }na 收敛的充要条件是：对任给的 0  ,

存在 0N  ,使得对 ,m n N 有

| |m na a   .

证（充分性）先证{ }na 有界，由已知条件取 1  ，则存在正整

数 N, 则 1m N  及 n N 时有

1| | 1n Na a  

由此得 1 1 1| | | | 1 | |n n N N Na a a a a       .取

1 2 1max{| |,| |, ,| |,1 | |}N NM a a a a  

则对一切的正整数n均有 | |na M .

再证{ }na 收敛，由致密性定理，数列{ }na 有收敛子列{ }
kn

a ，设

lim
knk

a A


 .

由条件及数列极限的定义，对任给的 0  ，存在 0K  ，使得对

, ,m n k N 有 | |m na a   ， | |
kn

a A   .
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取 ( )km n k K   时得到 | | | | | | 2
k kn n n na A a a a A       . 所

以 lim
knk

a A


 .

二、有限覆盖定理

定义 3 设 S 为数思轴上的点集，H 为开区间集合(即H 的每一

个元素都是形如 ( , )  的开区间). 若 S 中的任何一个点都有含在H

中至少一个开区间内，则称H 为 S 的一个开覆盖，(H 覆盖 S ). 若

H 中开区间的个数是无限的(有限)的，则称H 为 S 的一个无限开覆

盖(人限开覆盖).

如 ( , ),S a b {( , ) | ( , )},x xH x x x a b     H 为 S 的一个无限

开覆盖.

如 ( , ),S a b {( , ) | ( , )},x xH x x x a b     H 为 S 的一个无限开

覆盖.

定理 7.3（海涅---博雷尔(Heine-Borel)有限覆盖定理）设H 为

闭区间[ , ]a b 的一个(无限)开覆盖，则从H 中可选出有限个开区间来

覆盖[ , ]a b .

证：用反证法

设定理的结论不成立，即不能用H 中有限个开区间来覆盖[ , ]a b .

将[ , ]a b 等分为两个子区间，其中至少有一个不区间不能用H 中有限

个开区间来覆盖.记这个子区间为 1 1[ , ]a b ,则 1 1[ , ] [ , ]a b a b ，且

1 1
1 ( )
2

b a b a   .再将 1 1[ , ]a b 等分为两个子区间，同样，其中至少有

一个区间不能用H 中有限个开区间来覆盖.记这个子区间为 2 2[ , ]a b ，

则 2 2 1 1[ , ] [ , ]a b a b ，且 2 2 2

1 ( )
2

b a b a   .依次继续得一区间列

{[ , ]}n na b ,它满足：

1 1[ , ] [ , ], 1, 2, ;n n n na b a b n   

1 ( ) 0( ),
2n n nb a b a n    

即{[ , ]}n na b 为闭区间套，且其中每一个闭区间都不能用H 中有限个
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开区间来覆盖，由闭区间套定理，存在唯一的一点  使得

[ , ], 1, 2,n na b n   ，由于 H 为闭区间 [ , ]a b 的一个(无限)开覆盖,

故存在 ( , ) ,H   使得 ( , )   .于是，由定理 7.1 的推论，当n充

分大时有 [ , ] ( , )n na b   . 即用 H 中一个开区间就能覆盖 [ , ]n na b 矛

盾.

【思政元素】1.面对数学的峦峰，其实所有的数学人都是数学努

力进程中的无穷小量.对那些让我们崇拜与尊敬的伟大数学家们而

言，当对比广博的数学同仁时，他们才是数学努力进程中的无穷大量.

要想成为数学的无穷大量型人才，第一件事就是在心理上必须解除任

何的“名人未解、自己无望”的悲观研究心理障碍，使得自身处于完

全无约束的能量自由勃发状态，然后才可能真实地验证出自己的数学

价值.“技重于练，巧重于悟”，数学分析是数学专业的基础，多重

视对课本概念的理解学习，只有把地基打好打牢，对以后的学习才会

有保障.书山有路勤为径，学海无涯苦作舟.

2.有限覆盖定理告诉学生只要投入有限的时间和精力就一定能

实现目标.

分析评价

本案例通过介绍数学家海涅和博雷尔的的生平事迹及从事数学

研究的辛勤劳动、刻苦钻研、追求知识和真理的精神，引导学生拿出

超越自我的勇气，培养和训练他们不怕困难、勇于探索的意志品质，

使他们明白为世界进步作贡献才是人生最有意义的追求.与此同时，

数学也是一门有理性的艺术.从数学的发展历程中可以使学生清晰地

看到，只要一个问题没有得到证明，它就不属于真理，而不管这个问

题提出者的地位和威望如何.如果问题得到证明，那他的真理性便得

到了认同，不存在人微言轻的现象，有助于完善学生的人格品质.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-024
案例标题 不定积分的概念与性质

案例来源 原创

内容简介

通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分的贡献，体会数学

家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍不定积分的概念，

阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和

科学素养；通过建立数学模型解决实际问题，培养学生坚持不懈、

勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品质.

关 键 词 不定积分；原函数；基本积分公式

编写时间 2024-3-6
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思

维和科学素养，向学生传递心怀故土，不忘根本的情怀.

素材长度 1281

案例正文

案例一 正如加法有其逆运算减法，乘法有其逆运算除法一样，

微分法也有它的逆运算——积分法.我们已经知道，微分法的基本

问题是研究如何从已知函数求出它的导函数，那么与之相反的问题

是：求一个未知函数，使其导函数恰好是某一已知函数.提出这个

逆问题，首先是因为它出现在许多实际问题之中.例如：已知速度

求路程；已知加速度求速度；已知曲线上每一点处的切线斜率(或

斜率所满足的某一规律)，求曲线方程；等等.本节我们将学习到微

分运算的逆运算——积分运算.

知识点 一、原函数与不定积分

定义 1.如果在区间 I上 可导函数F(x)的导函数为 f(x) 即对任

一 xI 都有

F (x)f(x)或 dF(x)f(x)dx

那么函数 F(x)就称为 f(x)(或 f(x)dx)在区间 I上的原函数

例如，因为(sin x)cos x  所以 sin x 是 cos x 的原函数

又如当 x (1 )时 因为
x

x
2

1)(   所以 x是
x2

1 的原函数

提问：cos x和
x2

1 还有其它原函数吗？

定理 8.1（原函数存在定理）如果函数 f(x)在区间 I上连续 那

么在区间 I上存在可导函数 F(x) 使对任一 x I 都有
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F (x)f(x)

简单地说就是：连续函数一定有原函数

定理 8.2（1）如果函数 f(x)在区间 I上有原函数 F(x) 那么 f(x)

就有无限多个原函数 F(x)C都是 f(x)的原函数 其中 C是任意常

数

（2） f(x)的任意两个原函数之间只差一个常数 即如果(x)

和 F(x)都是 f(x)的原函数 则(x)F(x)C，(C为某个常数)

定义 2.在区间 I上 函数 f(x)的带有任意常数项的原函数称为

f(x)(或 f(x)dx )在区间 I上的不定积分 记作

 dxxf )( 

其中记号  称为积分号 f(x)称为被积函数 f(x)dx称为被积表达式

x 称为积分变量

案例二 莱布尼茨是 17 世纪德国著名哲学家、数学家，其博学

多识、涉猎广泛，是历史上少见的通才，谓之“百科全书式人物”.

在数学研究领域，他把微分学和积分学紧密联系起来，并创造了一

系列优美数学符号.在莱布尼茨的手稿中就出现了这样的简洁的数

学符号“∫”.

莱布尼兹及其手稿

【思政元素】 介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分所做的

贡献，引导学生学习优秀科学家们凡事追求卓越与完美的工匠精

神；对数学坚持不懈的钻研精神，培养学生精益求精的探索精神；

数学中简单符号的创造激发学生敢于创新的精神.
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知识点 根据定义 如果 F(x)是 f(x)在区间 I上的一个原函数

那么 F(x)C就是 f(x)的不定积分 即

  CxFdxxf )()( 

因而不定积分 dxxf )( 可以表示 f(x)的任意一个原函数

从不定积分的定义 即可知下述关系

  )(])([ xfdxxf
dx
d 

或

  dxxfdxxfd )(])([ 

又由于 F(x)是 F (x)的原函数 所以

  CxFdxxF )()( 

或记作

  CxFxdF )()( 

由此可见 微分运算（以记号 d表示）与求不定积分的运算（简

称积分运算 以记号  表示）是互逆的 当记号  与 d 连在一起时

或者抵消 或者抵消后差一个常数

不定积分的几何意义

若 F是 f的一个原函数，则称 y=F(x)的图像为 f的一条积分曲

线.于是，f的不定积分在几何上表示 f的某一积分曲线沿纵轴方向

任意平移所得一切积分曲线组成的曲线族.显然，若在每一条积分

曲线上横坐标相同的点处作切线，则这些切线互相平行.

【思政元素】不定积分的概念表明，微分运算不定积分的运算

（简称积分运算是互逆的，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升
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学生认识事物的科学思维和科学素养.从家国情怀层面向学生传递

心怀故土，不忘根本的情怀，从自我价值观的塑造层面，想学生弘

扬时常自省，方能走的跟长远.

知识点 基本积分表

(1) Ckxkdx  (k是常数)(2) Cxdxx 


  1
1

1 




(3) Cxdx
x

 ||ln1  (4) Cedxe xx  

(5) C
a
adxa
x

x  ln
  (6) Cxxdx  sincos 

(7) Cxxdx  cossin  (8) Cxxdxdx
x

  tansec
cos

1 2
2 

(9) Cxxdxdx
x

  cotcsc
sin

1 2
2  (10) Cxdx

x


 arctan
1

1
2 

(11) Cxdx
x




 arcsin
1

1
2

 (12) Cxxdxx  sectansec 

(13) Cxdxx  csccotcsc  (14) Cxdxx  ch  sh 

(15) Cxdxx  sh  ch 

例   dxxdx
x

3
3

1 C
x

Cx 


 
2

13
2
1

13
1

【思政元素】本案例通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积

分的贡献，体会数学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介

绍不定积分的概念，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认

识事物的科学思维和科学素养；通过建立数学模型解决实际问题，

培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品质.

分析评价

本案例通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分的贡献，体

会数学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍不定积分的

概念，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学

思维和科学素养；通过建立数学模型解决实际问题，培养学生坚持

不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品质.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-025
案例标题 不定积分

案例来源 改编

内容简介

介绍地洞深度的测量故事；“故事+投资（明星阵容+顶尖特技

+ 烧钱宣传）”与“电影票房（或口碑）”的关系；“实力（结构

性的）+人脉（非结构性的）”与“成功”的关系，通过两个案例

理解原函数与导函数.

关 键 词 地洞测量；故事+投资；实力+人脉；原函数；导函数

编写时间 2023-3-1
编 著 者 卢晶 商洛学院

素材形式 文字等

育人主题

善于发现事物中的真、善、美 .培养学生对待科学的严谨态度，

努力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情.当你在某一方面

无所不用其极而未能达到预期效果时，想想是不是“原函数”出了

问题，你的努力可能只是重复了无数次的“竹篮打水”.

素材长度 1249

案例正文

案例一 地洞深度的测量.

有一对父子来到山区野地里探险.他们发现了一个巨大的地

洞，探头下望，发现洞里漆黑一片，深不见底.儿子问道“: 爸爸，

你猜这个洞有多 深？”爸爸答道：“咱们可以把地上这块石头丢

下去，看看需要等多久才听得到石子撞到洞底的声音，这样就可以

计算出洞有多深了.”儿子觉得有道理，于是他们把那块石头抛了

下去，可是等了很长时间都没有听到回声，最后只隐约听到微弱的

溅水声.儿子很失望地说：“这个办法好像不怎么灵嘛！”爸爸则

说：“应该可以的，我想我们需要更大更重的石头.” 于是父子俩

又搬来了一块更大的石头，他们好不容易把那块石头搬到洞边，丢

进了洞里，立马开始计时，在读到第十秒的时候，终于听到了清晰

的扑通声.让我们一起来帮这对父子粗略算算这个地洞究竟有多

深.

大石头被抛离洞口的那一刻，时间 0t  而它落水时， 0t  （声

音从洞底传上来所花的时间在此忽略不计），另外，我们都知道地

表的重力加速度 ( ) 9.8 /a t m s ，由于速度函数的导数就是加速度，

那么，反过来，速度就是加速度的不定积分，
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1( ) ( ) 9.8 9.8v t a t dt dt t C     ，又大石头在洞口时的速度为 0，

故 (0) 0v  ，代入上 式得 1 0C  ，接下来看大石头的位置函数，同

样的， 位置函数是速度函数的不定积分 ：

2
2( ) ( ) 9.8 4.9s t v t dt tdt t C    

又 0t  时，石头位于洞口，所以 (0) 0s  ，代入上式得 2 0C  ，于

是位置与时间关系确定了下来，即 2( ) 4.9s t t ，由于大石头是在

10t  时撞到水面的 ，代入上式得 (10) 490s m ，所以这个地洞深

490 m 真的好深呀！怪不得小石头扔进去都听不到回声.

知识点 原函数与不定积分

定义 1 设函数 ( ), ( )f x F x 在区间 I 上都有定义.若

( ) ( ),F x f x x I   ,

则称 ( )F x 为 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数.

定理 1 设 ( )F x 是 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数，则

( )F x C

也是 ( )f x 在 I 上的原函数，其中C为任意常量函数；

定义 2 函数 ( )f x 在区间 I 上的全体原函数称为 ( )f x 在 I 上的

不定积分，记作 ( )f x dx ，其中  为积分号， ( )f x 为被积函数，

( )f x dx为被积表达式， x为积分变量.

【思政元素】 善于发现事物中蕴含的数学元素，感受为数学

无处不在.培养学生善于观察、善于思考的良好习惯.

案例二 如何解读这样的一种现象呢？我们暂且把求导视为

一种规则，然后原函数视为两个部分“结构性的+非结构性的（就

是那个常数 C）”所以我们会发现，只要原函数结构性那部分不变，

那么无论常数 C 变成什么样子，在求导的规则作用后都会是相同
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的那个被积函数.

这个被积函数可以视为一个结果，而求导是达到这个结果的一

个法则，因此只要原函数“结构性”那部分不变，那个常数 C多大

多小都没有用，结果一定是一样的.如果这样讲很抽象的话，不如

我们举两个例子（都是原函数与被积函数的关系）.

1.“故事+投资（明星阵容+顶尖特技+ 烧钱宣传）”与“电影

票房（或口碑）”的关系. 一部电影，当你发现无限烧钱可最后也

不是你要的口碑票房结果的时候，就不是投资出了问题（即原函数

中的常数 C，非结构那部分），而是那个“结构性”的故事出了问

题，你的故事经过每一个细节的分析后（即微分、求导）就不是能

够赢得票房和口碑的故事，因此也就不是一个能够赢得口碑与票房

的原函数.这样的原函数，搭配多少 C（投资）都无济于事.要想让

结果变化，要改动的 是“结构性”的故事那部分.

2.“实力（结构性的）+人脉（非结构性的）”与“成功”的

关系.当你实力有问题的情况下，无所不用其极的社交找人脉，最

终未必能得到你想要的， 因为你做的努力都在原函数的 C 上，经

过求导的规则后（经得起每个细节的推敲），这个 C 是没有用的，

你的“实力”不是具有成功特质的实力，因此搭配上再多的 C 也

没用.你需要改变的是“结构性”的那部分——实力，让你的实力

在任何细节的推敲下（即微分、求导）都符合成功的特质.

【思政元素】当你在某一方面无所不用其极而未能达到预期效

果时，想想是不是“原函数”出了问题，你的努力可能只是重复了

无数次的“竹篮打水”.

分析评价

案例一通过地洞深入测量的故事，培养学生善于思考、发现数

学问题，对待科学的严谨态度；案例二通过两个例子解释原函数和

导函数的关系，使学生对数学知识的理解更加深刻，启发对人生的

思考.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-026
案例标题 第一类换元积分法

案例来源 原创

内容简介

换元积分法是计算不定积分的一种非常重要的方法，但也较难

掌握，通过第一类换元法定理内容的理解、例题习题的练习，告诉

学生学习没有捷径，唯有一步一步脚踏实地，攻坚克难，坚持不懈，

才能到达成功的顶峰.

关 键 词 第一类换元法（凑微分法）

编写时间 2024-3-5
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

培养和提升学生脚踏实地、攻坚克难、坚持不懈、自强不息的

独立坚强美好品质，在例题和习题的不断练习中让学生感受熟能生

巧、勤能补拙的意趣.

素材长度 875

案例正文

案例一 恩格斯（1820-1895）曾指出：

“在一切理论成就中，未必再有什么像 17

世纪下半叶微积分的发明那样被看作人类

精神的最高胜利了”. 微积分的发展历史曲

折跌宕，撼人心灵，是培养人们正确世界观、

科学方法论和对人们进行文化熏陶的极好素材.

案例二 《九章算术》收集了西汉张苍、耿寿昌、三国的刘徽

等等数学先驱的数学方法和精髓，是中国古代数学发展史的重要里

程碑，是世界数学史上的宝贵遗产；中国

当代数学家华罗庚，他的“华氏定理”、

“华氏不等式”、“华一王方法”等都是

国际上著名的数学科研成果；证明了“哥

德巴赫猜想”陈景润；还有在拓扑学和数

学机械化领域做了奠基性工作的数学家吴

文俊，他的“吴公式”、“吴示性类”、“吴示嵌类”至今仍被国

际同行广泛引用.

知识点 一、第一类换元法（凑微分法）

设 )(uf 有原函数 )(uF  )(xu   且 )(x 可微 那么 根据复

合函数微分法 有
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dxxxfxdF )()]([)]([  

所以

  )()]([)()]([ xdxfdxxxf 

  )()( udFduuf

CxFxdF   )]([)]([  

即

)(])([)()]([)()]([ xuduufxdxfdxxxf   

CxF  )]([

定理 8.4（第一换元积分法）设函数 )(uf 具有原函数 )(xu 

可导 则有换元公式

  CxFduufxdxfdxxxf )]([)()()]([)()]([  

被积表达式中的 dx可当作变量 x的微分来对待 从而微分等式

dudxx  )( 可以应用到被积表达式中 在求积分  dxxg )( 时 如

果函数 g(x)可以化为 )()]([)( xxfxg   的形式 那么

 dxxg )( )(])([)()]([ xuduufdxxxf    

例 1.   dxxxxdx )2(2cos2cos2  )2(2cos xxd

Cuudu   sincos sin 2xC 

例 2. dxx
x

dx
x  





)23(

23
1

2
1

23
1

 


 )23(
23

1
2
1 xd

x

Cudx
u

  ||ln
2
11

2
1

Cx  |23|ln
2
1



例 3.  xdxsec .

解 解法一
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原式=  


x
xddx

x
x

2sin1
)(sin

sin
cos

C
x
xIn 




 |
sin1
sin1|

2
1

解法二

原式=  
 dx
xx
xxx

tansec
)tan(secsec

 



xx
xxd

tansec
)tan(sec

CxxIn  |tansec| .

从以上几例看到，使用第一换元积分法的关键在于把被积表达

式凑成 dxxxf )())((   的形式，以便选取变换 )(xu  ，化为易于

积分的  duuf )( .最终不要忘记把新引入的变量还原为起始变量.

【思政元素】1.通过恩格斯对微积分重要性的介绍和我国数学

家取得的成就，激发学生学习积分的兴趣.

2.告诉学生生活中有很多事情都具有相关性，遇到困难时不要

着急多思考，多动脑筋主动寻找解决问题的方法.同时，在人生道

路上，要遵守一定的社会规则，发现错误时要及时改正思想，重新

出发.平时说话、做事情也要讲究方式方法，培养自己“化繁为简”

的能力，比如和人交流的时候，学会用简洁的语言表达复杂的事，

这样就可以大大提高效率和避免误会.

3.不定积分的第一类换元积分法是重点也是难点，告诉学生学

习没有捷径，唯有一步一步脚踏实地，才能到达成功的顶峰.鼓励

学生大胆尝试，勇于创新，攻坚克难，坚持不懈，做一个认真刻苦，

踏实，负责的人，将来也一定是能够适应社会生活的人.引导学生

善于思考，灵活处理问题.

分析评价

本案例换元积分法是计算不定积分的一种非常重要的方法，但

也较难掌握，通过第一类换元法的学习，告诉学生学习没有捷径，

唯有一步一步脚踏实地，攻坚克难，坚持不懈，才能到达成功的顶

峰.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-027
案例标题 第二类换元积分法

案例来源 原创

内容简介

换元积分法是计算不定积分的一种非常重要的方法，但也较难

掌握，通过第二类换元法的讲解，引导学生要善于思考，灵活处理

问题，易于将未知转化为已知.

关 键 词 第二类换元积分法

编写时间 2024-3-9
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

培养和提升学生脚踏实地、攻坚克难、坚持不懈、自强不息的

独立坚强美好品质，在例题和习题的不断练习中让学生感受熟能生

巧、勤能补拙的意趣.

素材长度 956

案例正文

案例一 不定积分在工程问题中有着广泛的应用.通过不定积

分，我们可以求解各种复杂函数的原函数，进而解决工程中的优化

问题、控制系统问题以及流体动力学问题等.不定积分的应用能够

为工程师提供更为精确和可靠的数学模型，有助于提高工程设计的

可靠性和效率.

案例二 不定积分是一种数学方法，用于计算一个函数在一个

区间内的面积.不定积分与定积分是相反的概念，定积分用于计算

一个函数在一个区间内的累积值.不定积分在生物科学中的应用主

要包括以下几个方面：

1．生长模型：不定积分可以用来描述生物体的生长过程，包

括单细胞、微生物、植物和动物等.生长模型可以是简单的指数生

长模型，如凯恩斯模型，或者更复杂的模型，如洛伦兹模型.

2．分裂模型：不定积分可以用来描述生物体的分裂过程，包

括细胞分裂、病毒复制和基因组复制等.分裂模型可以是简单的二

次方程生长模型，如洛伦兹模型，或者更复杂的模型，如卢梭模型.

3．蛋白质折叠模型：不定积分可以用来描述蛋白质的折叠过

程，包括蛋白质的主要结构、次要结构和潜在结构等.蛋白质折叠

模型可以是简单的热力学模型，如赫尔辛斯坦模型，或者更复杂的

模型，如朗普模型.

4．基因表达模型：不定积分可以用来描述基因的表达过程，
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包括基因转录、消耗和传递等.基因表达模型可以是简单的线性模

型，如拉夫斯基模型，或者更复杂的模型，如柯西模型.

知识点

第一类换元法，是选择恰当的 ( )u x ， ( )du x dx 将积分

[ ( )] ( )f x x dx 
变换成 ( )f u du ，在找 ( )f u 的原函数，即可计算出积分

[ ( )] ( )f x x dx  .

反过来，对积分 ( )f x dx ，也可以令 ( )x t ，则 ( )dx t dt  ，于

是

( ) [ ( )] ( ) ,f x dx f t t dt   
如果 [ ( )] ( )f t t dt   容易求得，且 ( )x t 的反函数存在，即可求得

原积分.这种方法就是第二类换元法.

定理 8.5（第二换元积分法）设 ( )x u 在[ , ]  严格单调且可

导， '( ) 0u  ，又设  ( ) '( )f u u  具有原函数 ( )F u ，则换元公式

1( ) [ ( )]f x dx F x c  
其中 1( )u x  是 ( )x u 的反函数.

证    1 1[ ( )] ( ) '( ) ( ) ( )
'( )

d dF duF x f u u f u f x
dx du dx u

   


    

注记：不定积分  dxxf )( 存在（即  ( ) '( )f u u  具有原函数 ( )F u ）

是一个必需条件，否则结论可能不成立.

例 1.  
dx

x 1
1 .

例 2.求 dxxa  22 (a>0)

例 3. )0(
22




 a
ax

dx
.

例 4. 
122 xx

dx
.
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解 解法一

采用第一换元积分法：

原式= )1(
11

11
11 22

3 x
d

x
x

x
x

dx









Cudu
u
u





  2

2
1

1

Cx
x

 11 2

解法二

采用第二换元积分法（令 tax sec ）：

原式=  

 tdtdt

tt
tt cos

tansec
tansec

2

Cx
x

Ct  11sin 2 .

【思政元素】1.通过不定积分在工程和生物领域的广泛深刻应

用，激发学生学习第二类换元法的兴趣.

2.换元法的实质是转化，关键是构造元和设元，理论依据是等

量代换，目的是变换研究对象，将问题移至新对象的知识背景中去

研究，从而使复杂问题简单化.引导学生在现实生活和工作中善于

思考，转化思路和方式，灵活处理问题，多方面思考，就会得到简

单的解决方法，可以事半功倍.

分析评价

本案例不定积分在工程和生物领域的应用，激发学生学习第二

类换元法的兴趣.通过换元积分法是计算不定积分的一种非常重要

的方法，但也较难掌握，通过第二类换元法的讲解，引导学生善于

思考，转化思路和方式灵活处理问题，可以事半功倍.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-028
案例标题 分部积分法

案例来源 原创

内容简介

通过隐性地将“钉钉子精神”融入到教学中，通过“换元积分方

法”与“钉钉子精神”比较，加深同学们对分部积分方法的理解与应

用。在讲述的过程中每一个环节与钉钉子相比较，让同学们更易掌握

抽象的“分部积分方法”，通过浅显的道理对学生进行了人生观和世

界观教育。

关 键 词 分部积分公式，循环积分

编写时间 2024-5-20
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字

育人主题 钉钉子精神，建立正确的人生观和世界观

素材长度 1080
案例正文 案例一 “钉钉子精神”是习近平总书记以

朴素的话语，提出的一个意蕴深远的命题。做事

好比钉钉子，是要找准方向一锤一锤接着敲，才

能把钉子钉实钉牢。将“分部积分方法计算不定

积分”与“钉钉子精神”类比教学，学生通过类

比学习更易掌握计算不定积分的方法，更深刻理

解了“钉钉子”精神，深刻把握了学习的主题，隐性地对学生进行了

人生观与科学方法论教育。

知识点

一、问题引入

1. 已经掌握了许多类型函数的积分（已经有了基础），一些较

复杂函数的积分如 cosx xdx 怎么算？（初心与使命）

在哪里钉？（基础与环境）钉钉子做什么？（初心与使命）

2. 找相应的公式与算法（分部积分公式），（准备合适的钉子

与锤子（材料与工具））.
定理（分部积分公式）

若 ( )u u x 与 ( )v v x 可导，不定积分 ( ) ( )u x v x dx 存在，则

( ) ( )u x v x dx 也存在，并有

( ) ( )u x v x dx ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x dx  
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3. 如何运用公式计算一个不定积分？（如何定一颗钉子？）

3.1 计算不定积分有几个基本出发点，选择“适当函数”运用公

式.（看准钉子的方向（钉子要扶正、稳））；

3.2 一步一步仔细计算、思考；每一步计算仔细后比较积分的难

度有没有降低？

cos sin sin sin cosx xdx x x xdx x x x C     
一锤一锤稳扎稳打；每锤落下应仔细观察方向有没有偏移.

3.3 计算的过程中发现将积分更复杂化了，马上转换思路，换一

种选择（若钉了几锤没有进展，说明下面的环境不能钉钉子，换一个

位置.）

3.4 学习要刻苦钻研，深入思考，方能学得扎实，学习不能“浅

尝辄止”（对于部分较难题目经过多次积分才能找到规律）.

4. 运用公式熟练计算积分，总结各种类型，“万丈高楼平地起”，

熟能生巧.

【思政元素】让同学们回忆一下第一次“钉钉子”的经历，发现

学生有很多的经验分享，多数同学对自己第一次钉钉子时的感受进行

了分享，让同学们畅所欲言，从这件小事我们能总结出什么样的人生

哲理呢？ 从中引出了计算不定积分其实与“钉钉子”过程是高度吻

合的，引出了“分部积分方法”的思政教学过程.对典型或一些比较

困难的不定积分计算，运用类比教学方法，同学们更易掌握“分部积

分方法”的思想与过程.

例 1  dxxe x .

例 2 dxex x 2 .

一般地，对下列积分可用分部积分法：（其中 1( ), ( )n nQ x P x 为多

项式函数）

（1） ( ) ( )x x
n nP x e dx P x de  ；

（2） ( )sin ( ) cosn nP x xdx P x d x   ；
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（3） ( )cos ( ) sinn nP x xdx P x d x  ；

（4） 1( )(ln ) (ln ) ( )m m
n nP x x dx x dQ x  ；（ 1( ) ( )n nQ x P x  ）

（5） 1( )arcsin arcsin ( )n nP x xdx xdQ x  ；

（6） 1( )arctan arctan ( )n nP x xdx xdQ x  ；

例 3 求 arctanx xdx .

例 4 求 xdxex sin 

例 5 求  xdx3sec 

【思政元素】在教学中，将看似简单的“钉钉子精神”与“计算

不定积分”相比照，一方面将抽象问题通俗化，便于学生理解。在教

学过程中，通过大家熟悉的“钉钉子”小事，让大家分享了各自的第

一次经历，以此为切入点，类比讲述了“不定积分”的计算过程。更

重要的是在教学过程中通过类比与小故事分享让同学们树立了正确

的人生观（要牢记初心与使命，每一阶段要有目标和方向，做事要稳

扎稳打循序渐进，工作要深入钻研不要做表面工作）与科学方法论（多

角度看问题，条条大道通罗马（有难有易），积少成多，熟能生巧（千

里之行始于足下））.

分析评价

本案例主要介绍不定积分的分部积分法，将“分部积分方法计算

不定积分”与“钉钉子精神”类比教学，学生通过类比学习更易掌握

计算不定积分的方法，更深刻理解了“钉钉子”精神，深刻把握了学

习的主题，隐性地对学生进行了人生观与科学方法论教育。

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-029
案例标题 有理函数的不定积分

案例来源 原创

内容简介

通过介绍微积分的发展历史，可以培养学生正确世界观、科学方

法论和对学生进行文化熏陶，再对有理函数和有理函数的积分法进行

介绍，通过讨论得到解决有理函数的一般步骤，首先要将有理式分解

为多项式与部分分式之和，其次对所得到的分解式逐项积分.有理函

数的原函数必是有理函数、对数函数与反正切函数的有理组合.
关 键 词 有理函数；积分计算方法

编写时间 2023-12-20
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生的科学精神以及正确的世界观和科学方法论

素材长度 1067

案例正文

案例一 公元前3世纪古希腊的数学家、力学家阿基米德(公元前

287一前212)的著作《圆的测量》和《论球与圆柱》中就已含有微积

分的萌芽，他在研究解决抛物线下的弓形面积、螺线下的面积和旋转

双曲线的体积的问题中就隐含着近代积分的思想.

案例二 古代中国微积分的萌芽：《周

髀算经》、《九章算术》.《周髀算经》原

名《周髀》，算经的十书之一，是古老的

天文学和数学著作，主要阐明当时的盖天

说和四分历法.唐初规定它为国子监明算科

的教材之一，故改名《周髀算经》.《周髀

算经》中最著名的是提出了“勾股定理”.

书的开头有这样一段：昔者周公问于商高

日：窃闻乎大夫善数也.请问古者包牺立周

天历度，夫天不可阶而升，得不可的尺寸

而度，请问数安从出？商高曰：数之法出

于圆方，圆出于方，方出于矩，矩出于九

九八十一，故折矩以为勾广三，股修四，

径隅五.《九章算术》内容极为丰富，汇总

了中国先秦至汉代的所有数学成就，是古代中国以至东方的第一部自

成体系的数学巨著.全书分为九章，共收有246个数学问题并提供其解

https://baike.baidu.com/item/%E6%9C%89%E7%90%86%E5%BC%8F/2949674?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E6%9C%89%E7%90%86%E5%87%BD%E6%95%B0/9122808?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%AF%B9%E6%95%B0%E5%87%BD%E6%95%B0/6013318?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%8F%8D%E6%AD%A3%E5%88%87%E5%87%BD%E6%95%B0/6094158?fromModule=lemma_inlink
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法，每题都由问，答，术三部分组成，这些算法要比欧洲同类算法早

1500多年，对世界数学发展产生了重要影响.本书内容涉及算术，代

数，几何等诸多领域，并与实际生活紧密相联，充分体现了中国人的

数学观和生活观.

知识点

一、有理函数的不定积分

有理函数的一般形式为：

m
mm

n
nn

bxbxb
axaxa

xQ
xPxR




 






1
10

1
10

)(
)()( .

其中 mn, 为非负整数， naaa ,,, 10  与 mbbb ,,, 10  都是常数，且

000 ba .若 nm  ，则称 )(xR 为真分式；若 nm  ，则称 )(xR 为假分

式.

结论：假分式=多项式+真分式.

因此，对有理函数的积分，只要讨论真分式的积分即可.

重要结论：任何一个有理真分式必定可以表示为若干个形如（称

为部分分式）：

（1）
ax

A


；

（2） kax
A

)(  ； )2( k

（3） )04( 2
2 


 qp

qpxx
BAx

；

（4） )04(
)(

2
2 


 qp

qpxx
BAx

k )2( k .

的真分式之和，其中 , ,A B ,,, qpa 为常数， k为正整数.

因此，对有理真分式的积分只要讨论上述四种形式的真分式的积

分即可.

（1） Cax
ax

dx


 ln .
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（2） C
axkax

dx
kk 




  1))(1(
1

)( ， )1( k .

（3）
dx

pqpx

BAxdx
qpxx

BAx
 









4
4)

2
(

2
2

2 ，令
2
pxt  ，并记

4
4 2

2 pqr 
 ，

2
pABN  ，则

dx
pqpx

BAxdx
qpxx

BAx
 









4
4)

2
(

2
2

2  
 22 rt

tdtA  
 22 rt

dtN

C
r
t

r
NrtA

 arctan)ln(
2

22 .

（4）同（3）可得 )2( k ，

 


kqpxx
BAx

)( 2  



 kk rt

dtN
rt

tdtA
)()( 2222

122 ))(1(2 
 krtk

A
 

 krt
dtN

)( 22 .

记  
 kk rt

dtI
)( 22 ，则

dt
rt
t

r
I

r
dt

rt
trt

r
I kkkk  





  )(

11
)(

)(1
22

2

21222

222

2

= )
)(

1(
)1(2

11
1212   

 kk rt
td

kr
I

r

]
)(

[
)1(2

11
1122212  


 kkk I

rt
t

kr
I

r ，

于是，有递推公式

121222 )1(2
32

))(1(2  





 kkk I
kr
k

rtkr
tI .

将这些结果代回，即可求得所求积分.

例 1 求  
 dx
xx

x
22

2

)22(
1

.

【思政元素】1.微积分的发展历史曲折跌宕，撼人心灵，可以培

养学生正确世界观、科学方法论和对学生进行文化熏陶.
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2.实践出真知，今后不管从事什么工作，学会在实践中发现问题，

同时，运用所学的数学思想、数学精神、研究方法和看问题的角度等

去解决问题，会使人受益终身收益.

3.告诉同学们要开阔眼界，化繁为简，大事化小，提升学生的解

决问题的能力.在人生道路上遇到问题时，根据已有知识及客观条件

综合做出判断，才能使问题得到解决.

4.想要熟练的运用这些公式解决不定积分的计算问题，就要不断

的进行实践应用，尝试综合运用已有知识和经验解决现实问题，在做

中学，在学中做，这就是实践的意义.

分析评价

本案例通过换元积分法的学习，鼓励学生大胆尝试，勇于创新，

攻坚克难，坚持不懈，强调高等数学能学好的人，一定是一个认真刻

苦、踏实、负责的人，将来一定是受社会欢迎的人，引导学生善于思

考，灵活处理问题，通过数学家的故事培养学生的爱国情怀.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-030
案例标题 定积分的概念

案例来源 原创

内容简介

讨论穷竭法和割圆术的异同，探求曲边梯形的面积与变力所做的

功两个经典案例，掌握定积分的分割、近似替换、求和、取极限四个

步骤，理解用无限的过程处理有限的问题、用离散的过程逼近连续、

以直代曲的思想方法，建构定积分的概念.通过观察细分过程，培养

学生观察力、想象力、归纳总结能力；通过由繁化简、由难入易、由

已知探索未知等过程，提升学生分析问题和解决问题的能力，培养学

生的沟通能力和知识迁移能力.

关 键 词 定积分，黎曼积分和，黎曼可积

编写时间 2024-5-20
编 著 者 岳毅蒙， 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 利用数学历史知识培养学生爱国情怀和以直代曲的辩证思维能力.

素材长度 1505

案例正文

案例一 穷竭法是古希腊时提出的

一种求图形面积的方法，例如要求圆的

面积，先做内接于圆的一系列多边形，

计算它们的面积，再将多边形挖去，使

剩下的面积任意小，这样做出的多边形

面积就穷竭了圆的面积.同样中国古代数学家刘徽提出的割圆术“割

之弥细，所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆合体，而无所

失矣.”已经包含了朴素的极限思想和无穷思想.从计算角度讲，刘徽

的成就高于西方，但西方数学中早就有极限思想的萌芽，中国对抽象

的思辨和逻辑并不是特别在意，而是侧重于“用”.

知识点

一、定积分问题举例

1 曲边梯形的面积

设 f 为闭区间 [ , ]a b 上的连续函数，

且 ( ) 0f x  ，由曲线 )(xfy  ，直线 ax  ，

bx  以及 x 轴所围成的平面图形（如

图），称为曲边梯形，如何求解该曲边梯形的面积呢？

借助这种类似的办法来求解曲边梯形面积，具体如下：

x

y

o

y=f(x)

x0 x1 xi-1 xi xn-1 xn
(a) (b)
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（1）分割

在区间[ , ]a b 内插入任意 1n  个分点：

0 1 2 1n na x x x x x b      

将区间[ , ]a b 分成 n个小区间，记小区间 1[ , ]i ix x 的长度为 ix .再用直

线 ix x ， 1,2, , 1i n  把曲边梯形分成 n个小曲边梯形.

（2）近似

在每个小区间 1[ , ]i ix x 上任取一点 i ，以 1[ , ]i ix x 为底， ( )if  为

高的小矩形.当分割[ , ]a b 的分点较多较细密时，由于 f 为连续函数，

它在每个小区间上的值变化不大，从而可用这些小矩形近似替代小曲

边梯形的面积，即第 i个小曲边梯形面积为：

( )i i iS f x   ， 1,2, ,i n  .

（3）求和

把所有小矩形面积相加，得整个曲边梯形面积 S的近似值，即：

1 1
( )

n n

i i i
i i

S S f x
 

    

（4）取极限

将区间[ , ]a b 无限细分，即 1
|| || max{ } 0ii n
T x

 
   ，求上述和式的极

限就是曲边梯形的面积，即：
|| || 0 1
lim ( )

n

i iT i
S f x




  .

2 变力沿直线做功

设质点受力 F的作用沿 x轴由点 a移动到点b，并设 F 处处平行

于 x轴，此时 F 对质点所做的功W该如何计算？

（1）分割

把[ , ]a b 细分为 n个小区间 1[ , ]i ix x 并在每个小区间 1[ , ]i ix x 上任

取一点 i .

（2）近似

故在很小的一段位移区间 [ , ]a b 上 ( )F x 可以近似地看作一常量.

即

( ) ( )iF x F  ， 1[ , ]i ix x x
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（3）求和

质点从 1ix  位移到 ix 时，力 F 所做的功就近似等于 ( )i iF x  ，从

而

1
( )

n

i i
i

W F x


 

（4）取极限

若将位移[ , ]a b 上无限细分，令 1
|| || max{ } 0ii n
T x

 
   ，取极限得

|| || 0 1
lim ( )

n

i iT i
W F x




 

通过求曲边梯形的面积和变速直线运动的路程，了解定积分的背

景；借助几何手段直观理解定积分的概念和基本思想，学会用“分割、

近似、求和、取极限”的方法来解决“非均匀分布总量的问题”.

抛开上述问题的具体意义，抓住它们在数量关系上共同的本质与

特性加以概括，就抽象出下述定积分的定义

定义 1 设闭区间[ , ]a b 上有 1n  个点，依次为

0 1 2 1... n na x x x x x b      

它们把区间 [ , ]a b 分成 n个小区间 1[ , ], 1, 2, ,i i ix x i n    .这些分点

或这些闭子区间构成对[ , ]a b 的一个分割，记为 1 2{ , , }nT     ，小

区间 i 的长度为 1i i ix x x    ，并记
1

| || max{ }ii n
T x

 
  ，称为分割T的模.

定义 2 设 f 是定义在[ , ]a b 上的一个函数，对于[ , ]a b 的一个分

割 1 2{ , , }nT     ，任取点 i i  ， 1,2, ,i n  ，并作和式

1
( )

n

i i
i
f x





称此和式为函数 f 在[ , ]a b 上的一个积分和，也称黎曼和.

定义 3 设 f 是定义在 [ , ]a b 上的一个函数， J 是一个确定的实

数，若对任给的正数 ，总存在某一正数 ，使得对[ , ]a b 的任何分割

T，以及在其上任意选取的点集{ }i ，只要 || ||T  ，就有

1
( )

n

i i
i
f x J 



  
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则称函数 f 在[ , ]a b 上可积或黎曼可积，数 J称为 f 在[ , ]a b 上的定积

分或黎曼积分，记作

( )
b

a
J f x dx  .

其中 ( )f x 叫做被积函数， ( )f x dx叫做被积表达式，x叫做积分变量，

[ , ]a b 叫做积分区间， ,a b分别称为积分下限、积分上限，
1

( )
n

i i
i
f x





称为 ( )f x 的积分和.

【思政元素】1.通过定积分概念的教学中，使学生理解定积分的

本质，培养学生的数学思维，激发学生的想象力和创造力，提高解决

实际问题的能力是非常重要的.在学习过程中可以培养学生严谨深入

的科学精神.

2.定积分定义中“变与不变，近似与精确”的思想可以向学生揭

示辩证唯物主义思想中量变到质变的本质规律.在整堂课程中贯穿以

不变代变、化整为零、积零为整的哲学思想，揭示概念中的辩证关系.

3.通过“曲边梯形的面积”和“变速直线运动物体的路程”求解，

以直代曲，不仅增强学生对极限思想的理解和不规则量的求法的把

握，同时也加强学生对现实世界客观现象的认知，培养学生客观辩证

唯物主义和谐观.

4.介绍数学的名人轶事能够帮助学生对其成长追本溯源，也潜移

默化地给予他们意外的收获和前进的榜样，并借此引导学生树立高远

的志向，历练敢于担当的精神.

分析评价

本案例由特殊到一般的数学思想，通过对两个实际问题的分析与

解决，抽象出定积分的定义，同时也借助于几何直观让学生体会定积

分的基本思想，这样的教学设计比较适合学生的学情，因此学生对定

积分的理解很透彻，几何意义也顺其自然地得出.通过例题的设计，

学生熟练地运用“四部曲”来求定积分，也加深了对定义的理解与深

化.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-031
案例标题 可积的必要条件

案例来源 原创

内容简介

通过介绍德国著名数学家狄利克雷对积分的贡献，体会数学家们

凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍可积的必要条件，阐明结

果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和科学素

养；通过对可积条件的证明，培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细

致、精益求精的良好品质.

关 键 词 可积的必要条件，可积的充要条件

编写时间 2023-11-20
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生认识事物的科学思维和科学素养以及坚韧不拔的科研精神

素材长度 1000

案例正文

案例一 狄利克雷(Dirichlet)是德国数学家，

1805 年 2 月 13 日生于迪伦，1859 年 5 月 5 日卒

于哥廷根.狄利克雷出生于一个具有法兰西血统

的家庭.自幼喜欢数学，在年少时将零用钱积攒

起来买数学书阅读.中学毕业后，父母希望他学

习法律，但狄利克雷却决心攻读数学.他先在迪伦学习，后到哥廷根

受业于高斯.1822 年到 1827 年间旅居巴黎当家庭教师.在此期间，他

参加了以傅里叶为首的青年数学家小组的活动，深受傅里叶学术思想

的影响.1827 年在波兰布雷斯劳大学任讲师.1829 年任柏林大学讲师，

1839 年升为教授.1855 年，高斯逝世后，他作为高斯的继任者被哥廷

根大学聘任为教授，直至逝世.1831 年，他被选为普鲁士科学院院士，

1855 年被选为英国皇家学会会员.

知识点

一、可积的必要条件

定理 9.2 若函数 ( ) [ , ]f x R a b ，则在区间[ , ]a b 上必定有界.

证明方法：反证法

回顾 ( )f x 在区间[ , ]a b 上界的定义，回顾定积分定义中的两个“任

意”（插入点任意，介点选取任意）

https://baike.baidu.com/item/%E6%B3%95%E5%85%B0%E8%A5%BF/19826060?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%93%A5%E5%BB%B7%E6%A0%B9/0?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%93%A5%E5%BB%B7%E6%A0%B9/0?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E9%AB%98%E6%96%AF/24098?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%AE%B6%E5%BA%AD%E6%95%99%E5%B8%88/19752406?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%82%85%E9%87%8C%E5%8F%B6/841724?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E6%B3%A2%E5%85%B0/421640?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%B8%83%E9%9B%B7%E6%96%AF%E5%8A%B3/7064769?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E6%9F%8F%E6%9E%97%E5%A4%A7%E5%AD%A6/4143106?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%93%A5%E5%BB%B7%E6%A0%B9%E5%A4%A7%E5%AD%A6/3654253?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E5%93%A5%E5%BB%B7%E6%A0%B9%E5%A4%A7%E5%AD%A6/3654253?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E8%8B%B1%E5%9B%BD%E7%9A%87%E5%AE%B6%E5%AD%A6%E4%BC%9A/270281?fromModule=lemma_inlink
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例 1 讨论 Dirichlet 函数 ( )D x 在区间[0,1]上的可积性.

二、可积的充要条件

1. 思路与方案

思路：鉴于积分和与分法和介点有关, 先简化积分和. 用相应

于分法T的“最大”和“最小”的两个“积分和”去双逼一般的积分

和，即用极限的双逼原理考查积分和有极限，且与分法T及介点 i 无

关的条件.

方案：定义上和 ( )S T 和下和 ( )s T . .研究它们的性质和当时有相

同极限的充要条件.

设 T={ ix ni ,,2,1  }为对 [ , ]a b 的任一分割.由 )(xf 在 [ , ]a b

上有界知，它在每个 ix 上存在上、下确界：

ixx
i xfM


 )(sup ,

ixx
i xfm


 )(inf , ni ,,2,1  .

作和





n

i
ii xMTS

1
)( ， 




n

i
ii xmTs

1
)( ，

分别称为 )(xf 关于分割 T的上和与下和（或称达布上和与达布下和，

统称达布和）任给 ii x ， ni ,2,1  ，显然有

)()()( TSxfTs ii   .

说明：与积分和相比，达布和只与分割 T有关，而与点 i 的取法无

关.

2. Darboux 和：

以下总设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有界. 并设 ( )m f x M  ，其

中m和M 分别是函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的下确界和上确界，指出

Darboux 和未必是积分和 . 但 Darboux 和由分法T唯一确定.

分别用 ( )S T 、 ( )s T 和 ( )T 记相应于分法T的上（大）和、下（小）
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和与积分和.积分和 ( )T 是数集(多值) . 但总有 ( ) ( ) ( )s T T S T   ,

因此有 ( ) ( )s T S T .

定理 9.3（可积准则）函数 f 在 ],[ ba 上可积的充要条件是：对任

意的 0 ，总存在相应的分割 T，使得

 )()( TsTS .

设 iii mM  ，并称为 )(xf 在 ix 上的振幅，有必要时记为
f
i .

则有

i

n

i
i xTsTS  

1
)()(  .

定理 9.3’ 函数 ( )f x 在[ , ]a b 上可积对 0  ， T ，使得

 


i

n

i
i x

1

不等式 ( ) ( )S T s T   或
1

n

i i
i

x 


  的几何意义：若函数 ( )f x 在

[ , ]a b 上可积，则包围曲线 ( )y f x 的一系列小矩形面积之和可以达

到任意小，只要分割充分的细；反之亦然.
【思政元素】通过介绍德国著名数学家狄利克雷对微积分的贡

献，体会数学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍不定积

分的概念，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科

学思维和科学素养；通过建立数学模型解决实际问题，培养学生坚持

不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品质.

分析评价

本案例通过介绍德国著名数学家狄利克雷对积分的贡献，体会数

学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍可积的条件，阐明

结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和科学素

养；通过对可积条件的证明，培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细

致、精益求精的良好品质.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-032
案例标题 可积的充分条件

案例来源 原创

内容简介

熟悉可积的充分条件及证明过程，并且通过介绍德国著名数学家

黎曼的生平与成就，让学生们深刻感受到黎曼不仅开创了解析数论的

新时期，也对单复变函数论的发展有深刻的影响. 通过了解黎曼的事

迹，培养学生吃苦耐劳，一丝不苟的钻研精神.
关 键 词 可积的充分条件，黎曼函数

编写时间 2023-10-20
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生吃苦耐劳的意志品质和一丝不苟的钻研精神.
素材长度 1020

案例正文

案例一 波恩哈德·黎曼(Georg Friedrich

Bernhard Riemann，1826 年 9 月 17 日—1866

年 7 月 20 日)，是德国著名的数学家，他在数

学分析和微分几何方面作出过重要贡献，他开

创了黎曼几何，并且给后来爱因斯坦的广义相

对论提供了数学基础.黎曼的著作主要有：《单复变函数一般理论的

基础》《关于以几何学为基础的假设》《借助三角级数表示函数的可

能性》《数学物理的微分方程》(与韦伯合著)、《椭圆函数论》《引

力、电、磁》《不超过已知数的素数的数量》等.
知识点

1.（可积函数的充分条件）闭区间上的连续函数必可积.

定理 9.4 若函数 )(xfy  是 ],[ ba 上的连续函数，则函数 )(xfy 

是 ],[ ba 上可积.

分析：应用闭区间上的连续函数一致连续，根据定积分的定义，

应用可积准则.

证：由于 f 在闭区间[ , ]a b 上连续，因此在[ , ]a b 上一致连续，这

就是说，任给 0  ，存在 0  ，对 [ , ]a b 中任意两点 ,x x  ，

| |x x    ，便有

https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%88%86%E6%9E%90/3123?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%88%86%E6%9E%90/3123?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E9%BB%8E%E6%9B%BC%E5%87%A0%E4%BD%95/3342497?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%9F%BA%E7%A1%80/5362941?fromModule=lemma_inlink
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| ( ) ( ) |f x f x
b a
  


.

所以只要对[ , ]a b 所作的分割T满足 T  ，在T所属的任一小区间

i 上，就要使 f 的振幅满足

sup | ( ) ( ) |i i iM m f x f x
b a
      


从而导致

i i ix x
b a
    
  .

2．闭区间上有界且仅有有限个间断点的函数可积.

定理 9.5 若函数 )(xfy  是 ],[ ba 上的有界且仅有有限个间断点

的函数，则函数 )(xfy  是 ],[ ba 上可积.

分析：不失一般性，假设函数 )(xfy  在 ],[ ba 上仅有一个间断

点的情形，并假设该间断点为b，取特殊的分割，应用可积准则.

推论 1 闭区间上按段连续函数必可积.

推论 2 设函数 ( )f x 在区间 [ , ]a b 上有界且其间断点仅有有限个

聚点，则函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积.

3. 闭区间上的单调函数必可积.

定理 9.6 若函数 )(xfy  是 ],[ ba 上的单调函数，则函数 )(xfy 

在 ],[ ba 上可积.

例 1 用两种方法证明

0, 0
( ) 1 1 1, , 1, 2,

1

x
f x

x n
n n n


 

   


，在[0,1]

上可积.

例 2 证明黎曼函数

1 , ( , ) 1,
( )

0 0,1 (0,1)

qx p q q p
q pf x
x

    
  和 内的无理点

在区间

[0,1]内可积，且
1

0
( ) 0f x dx  .

【思政元素】1.通过了解黎曼的故事，让学生们体会到他的理论
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像一盏明灯，照亮了数学史上的一个又一个黑暗角落.他不仅以独特

的眼光和深邃的思维改变了数学的面貌，而且影响了物理、工程学等

多个学科的发展. 通过走进这位数学巨匠的世界，一同感受他跨越时

空的数学之美.

2.引导学生体会在研究定积分充分条件中从特殊到一般的思维

方法，感受数学之美.

分析评价

本案例通过介绍德国著名数学家黎曼的生平与成就，让学生们深

刻感受到黎曼不仅开创了解析数论的新时期，也对单复变函数论的发

展有深刻的影响.他是世界数学史上最具独创精神的数学家之一，黎

曼的著作不多，但却异常深刻，极富于对概念的创造与想象.通过了

解黎曼的事迹，培养学生吃苦耐劳，一丝不苟的钻研精神.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-033
案例标题 积分中值定理

案例来源 原创

内容简介

通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分的贡献，体会数学家

们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍定积分中值定理，阐明

结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和科学素

养；培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品质.

关 键 词 积分第一中值定理，平均值

编写时间 2024-5-20
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生工匠精神和文化自信

素材长度 781

案例正文

案例一 莱布尼茨与中国文化：17 世纪德

国 的 卓 越 哲 学 家 、 数 学 家 莱 布 尼 茨

（1646-1716），生活的年代（清顺治三年至康

熙五十五年）正值中国清朝统治时期的康熙时

代，那时有一批欧洲传教士在中国传教,他们把

西方的一些科学知识带入中国，也陆续把中国

的许多传统文化传入西方，莱布尼茨对中国文化的浓厚兴趣持续于他

的一生，他数十年如一日，坚持不懈地开展中西文化交流。

知识点

定理 9.7 （积分第一中值定理）若 )(xf 在 ],[ ba 上连续，则至少

存在一点 ],[ ba ，使得

 
b

a
abfdxxf ))(()( 

根据介值定理和连续性给出证明。

注：积分第一中值定理的几何意义： 若 )(xf 在 ],[ ba 上非负连

续 ， 则 )(xfy  在 ],[ ba 上 的 曲 边 梯 形 的 面 积 等 于 以




b

a
dxxf

ab
f )(1)( 为高， ],[ ba 为底的矩形的面积。

一般地，称 

b

a
dxxf

ab
)(1

为 )(xf 在 ],[ ba 上的平均值。

例 1 试求 xxf sin)(  在 ],0[  上的平均值。
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定理 9.8（推广的积分第一中值定理）若 )(xf 和 )(xg 都在 ],[ ba

上连续，且 )(xg 在 ],[ ba 上不变号，则至少存在一点 ],[ ba ，使得

 
b

a

b

a
dxxgfdxxgxf )()()()(  .

类似于定理 1 的证明，给出定理的证明.

说明：当 1)( xg 时，即为积分第一中值定理。

注：事实上，积分第一中值定理和推广的积分第一中值定理中的

点必能 ),( ba 。

例 2 设 , [ , ]f g R a b . 试证明：

 




b

aii

n

i
iT

fgdxxgf )()(lim
10||||

 .

其中 i 和 i 是 i 内的任二点, { }, 1,2, ,iT i n    .

例 3 比较积分
1

0

xe dx 与
21

0

xe dx 的大小.

例 4 设 [ , ]f C a b ， ( ) 0f x  但 ( ) 0f x  . 证明 ( ) 0
b

a
f x dx  .

例 5 证明不等式 2
0

2

1
2 1 21 sin

2

dx
x

 
 


 .

证明：所证不等式为 2 2 2
0 0 0

2

11 2
11 sin
2

dx dx dx
x

  

 


   ，只要

证明在[0, ]
2


上成立不等式
1

2 211 (1 sin ) 2
2

x


   且等号不恒成立，

则由性质 4 和上例得所证不等式.

例 6 证明 2
0

lim cos 0n

n
xdx




 .

积分中值定理在应用中所起到的重要作用是可以使积分号去掉，

或者使复杂的被积函数化为相对简单的被积函数，从而使问题简化.

因此，对于证明有关题设中含有某个函数积分的等式或不等式，或者

要证的结论中含有定积分，或者所求的极限式中含有定积分时，一般
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应考虑使用积分中值定理，去掉积分号，或者化简被积函数.

【思政元素】1.介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分所做的贡

献，引导学生学习优秀科学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；对

数学坚持不懈的钻研精神，培养学生精益求精的探索精神；数学中简

单符号的创造激发学生敢于创新的精神.

2.通过积分中值定理体会数学分析中的转化思想，化复杂为简

单，抓住事物的本质.

分析评价

本案例通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分的贡献，体会

数学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍定积分中值定

理，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维

和科学素养；培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的

良好品质.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-034
案例标题 微积分学基本定理

案例来源 原创

内容简介

通过学习微积分学基本定理，使同学们体会微积分基本定理中所

蕴含的“对立统一”的哲学思想，可以延伸到事物的两面性，结合党

史、军史中的典型案例，引导学生以发展的观点看问题，正确对待人

生道路上的挫折与困难，失意时不气馁，得意时不忘形，脚踏实地，

奋勇前行.
关 键 词 变限积分，原函数存在定理

编写时间 2022-5-20
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生对立统一的哲学思想以及如何正确对待挫折与困难.
素材长度 998

案例正文

案例一 微积分基本定理作为数学分析的核心定理，是微积分这

门学科建立的标志.它揭示了微分与积分这对矛盾的内在联系和转化

规律，使微分学与积分学成为一门统一的学科；微积分基本定理是联

系导数、微分、不定积分、定积分的桥梁和纽带，具有重要的理论意

义和实用价值.微积分基本定理从发现到形成现在的形式，跨度将近

两个世纪，大致分为发现、创立和完善三个阶段，对其作出主要贡献

的有巴罗、牛顿、莱布尼茨、柯西等人.

案例二 微分和积分本身就是一对对立统一的矛盾体，它们是同

一个问题的两个方面，而微积分基本定理的出现，使得微分和积分构

成一个统一整体，让学生们体会微积分基本定理中蕴含的辩证统一思

想，加深学生们对辩证唯物主义思想的理解.

知识点

一、变限积分与原函数的存在性

1. 变限积分

设 )(xf 在 ],[ ba 上可积，则对 ],[ bax ， )(xf 在 ],[ xa 上也可积，
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于是，由


x

a
dttfx )()( ， ],[ bax

定义了一个以积分上限 x为自变量的函数，称为变上限的定积分.类

似地，可定义变下限的定积分：


b

x
dttfx )()( ， ],[ bax

)(x 和 )(x 统称为变限积分.

说明：由于  
x

b

b

x
dttfdttf )()( ，因此，只要讨论变上限积分即

可.

定理 9.9 (面积函数的连续性 ) 若 )(xf 在 ],[ ba 上可积，则


x

a
dttfx )()( 在 ],[ ba 上连续.

证明思路：表达面积函数 
x

a
dttfx )()( ，利用连续函数的定义

及定积分的性质即可证得.

2. 微积分学基本定理

定理 9.10 （原函数存在定理）若函数 )(xf 在 ],[ ba 上连续，则


x

a
dttfx )()( 在 ],[ ba 上处处可导，且

)()()( xfdttf
dx
dx

x

a
  ， ],[ bax .

即当 [ , ]f C a b 时，面积函数 ( ) ( )
x

a
x f t dt   可导且在点 [ , ]x a b 的

导数恰为被积函数在上限的值. 亦即 ( )x 是 ( )f x 的一个原函数.

证明：利用导数的定义及定积分的性质即可得.
说明：此定理沟通了导数与定积分之间的关系；同时也证明了连

续函数必有原函数这一结论，并以积分的形式给出了 ( )f x 的一个原

函数.因此，该定理也称之为微积分学基本定理，且得用它可以给出

牛顿-莱布尼茨公式的另一证明.

3. 积分第二中值定理

定理 9.11（积分第二中值定理）设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上可积，
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（i）若函数 ( )g x 在[ , ]a b 上减，且 ( ) 0g x  ，则存在 [ , ]a b  ，

使得

( ) ( ) ( ) ( )
b

a a
f x g x dx g a f x dx


  .

（ii）若函数在[ , ]a b 上增，且 ( ) 0g x  ，则存在 [ , ]a b  ，使得

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a
f x g x dx g b f x dx


  .

推论 函数 ( )f x 在上可积，若 ( )g x 为单调函数，则存在 [ , ]a b  ，

使得

( ) ( ) ( ) ( )
b

a a
f x g x dx g a f x dx


  ( ) ( )

b
g b f x dx


 

.

注：若函数 )(xg 在 ],[ ba 上单调递减，令 )()()( bgxgxh  ，则

对 )(xh 应用定理 9.11 即得；若函数 )(xg 在 ],[ ba 上单调递增，

)()()( agxgxh  ，则对 )(xh 应用定理 9.11 即得.

【思政元素】1.不定积分和定积分是分别定义的，微积分学基本

定理将这两个看似不相干的概念联系了起来，并揭示了它们之间的内

在联系，使得学生学会普遍联系的观点. 2.让学生们体会微积分基本

定理中所蕴含的“对立统一”的哲学思想，可以延伸到事物的两面性，

结合党史、军史中的典型案例，引导学生以发展的观点看问题，正确

对待人生道路上的挫折与困难，失意时不气馁，得意时不忘形，脚踏

实地，奋勇前行.

分析评价

本案例通过学习微积分基本公式，引导学生将定积分与原函数之

间建立联系，理解公式的证明过程，体验数学推理的严谨性，自觉建

立转化、知识迁移，引导学生领会微分学和积分学的辩证统一关系，

从而正确对待人生道路上的挫折与困难.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院



111

案例编号 20031101-035
案例标题 定积分的应用

案例来源 原创

内容简介

首先通过播放谷爱凌冬奥首秀视频及首钢滑雪大跳台视频，介绍

中国在 2022 冬奥会上取得的突破性的成就，并从首钢滑雪大跳台实

现世界首次“一台两用”提出问题.其次将问题抽象成数学模型，引

导学生发现解决问题的关键在于求出赛道转换结构结构的截面面积.
再次逐层提出以 x为积分变量和以 y为积分变量的平面图形面积的

求法.最后，引导学生思考如何解决课程一开始提出的问题，提高学

生用数学知识解决问题的能力，并鼓励学生打下扎实的数学知识和专

业知识基础，为我国科学技术的发展做出自己的贡献.
关 键 词 定积分的定义，微元法，几何应用

编写时间 2023-4-21
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生的文化自信和家国情怀

素材长度 1852

案例正文

案例一 以中国选手谷爱凌大跳台

自由式滑雪决赛夺冠视频和首钢滑雪

大跳台视频引入．简要介绍我国在冬奥

会中取得的突破性的成就，并引导学生

欣赏首钢滑雪大跳台优美、流畅的外

形，了解其设计理念源自中国非常知名的世界文化遗产—敦煌壁画中

“飞天”的元素，寓意为腾跃，飞翔．增强学生民族自豪感、弘扬中

华文化的使命感，坚定文化自信. 问题的提出：单板滑雪大跳台与自

由式滑雪空中技巧赛道不同，但又相似，首钢滑雪大跳台实现世界首

次“一台两用”，48 小时内实现两个不同项目赛道的相互转换．基

于此背景设计问题：为了使赛道曲面发生改变，设计者在大跳台一个

长约 36 米、宽约 14 米、最大高差约 3.5 米的斜台区，用正四面体钢

架搭“积木”，成功实现了单板滑雪大跳台与自由式滑雪空中技巧赛

道的自由转换.

问：（1）需要多少正四面体钢架（假设正四面体钢架体积为 1

米 3）？ （2）假设每个钢架成本大约为 1500 元，要实现这样的改

造，总造价大约需要多少钱？

上述提问的求解思路是：首先假设赛道转换结构的成本主要由钻
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石形钢架决定，其它零部件成本可以忽略不计.然后，利用定积分求

出赛道转换结构结构部分的截面面积，再乘以赛道宽度近似得到转换

结构部分的体积，进而求出其造价.因而该问题包含了本节课的知识

点：利用定积分求平面图形的面积.

求出赛道转换结构结构截面面积即可解决引入部分的问题.此截

面可看作曲边梯形，因此可顺理成章给出求曲边梯形面积的方法：微

元法.

知识点

探究 1：如何用微元法求曲边梯形的面积？

通过分析，要求曲边梯形的面积，采用微元法，首先将曲边梯形

进行分割，将每一个小的曲边梯形近似视为一个小矩形，将小矩形的

面积作为一个面积微元，再通过叠加所有小矩形的面积，然后运用极

限的思想，就可以得到整个曲边梯形的面积的近似值.

如图所示，求曲线 ( )( ( ) 0)y f x f x  及直线 ,x a x b  与 x轴所

围成的曲边梯形的面积.

采用微元法的求解步骤：

第一步：选变量，定区间：选择 x为积分变量，小区间长度为 dx；

第二步：取近似，写微元：在区间 [ , ]x a b 内任意选择一个小区

间，将曲边梯形近似看做一个小矩形，小矩形长 ( )f x ，宽 dx，面积

微元 ( )ds f x dx ；

第三步：积微元，得面积： ( )
b

a
S f x dx  .

例 1 求由曲线 1, 0, 2xy x y x    围成的平面图形的面积.

例 2 求由抛物线 2y x 与直线 2 3 0x y   所围平面图形的

面积.
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探究 2：若曲线 ( )f x 不都是非负时，如何求曲边梯形的面积？

学生通过讨论利用微元法得到面积公式： | ( ) |
b

a
S f x dx  .

探究 3：求由上下两条连续曲线 1 2( ), ( )y f x y f x  及直线

,x a x b  所围图形的面积？

经讨论得到结论：可以看作上下两个曲边梯形面积相减，由此得到面

积公式：

2 1| ( ) ( ) |
b

a
S f x f x dx 

例 3 求 2y x ， 2x y 所围的面积 S.

探究 4：由左右两条连续曲线 1 2( ), ( )x g y x g y  及直线

, ( )y c x d c d   所围图形的面积？

经讨论得到结论：可以看作左右两个曲边梯形面积相减，由此得到面

积公式：

2 1| ( ) ( ) |
d

c
S g y g y dy 

例 4 求抛物线 2 2y x 与直线 4x y  所围成的图形的面积.

回到引入提出的问题，首钢滑雪大跳台实现赛道转换结构结构改

造，造价需要多少钱？

引导学生将赛道结构转换部分近似看作一个柱体，求造价需要求

出该柱体体积，问题就转化为求赛道截面面积，该面积可看作曲边梯

形的面积.
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教师引导学生建立平面直角坐标系，学生分组讨论如何选取 x

轴， y轴，经讨论得出结论：剖面图中以直线部分为 x轴，线段的垂

直平分线为 y轴建立坐标系．下图为一组学生建立的平面直角坐标系

（图中数据为近似值）

用熟悉的二次函数近似表示曲线， 20.01 3.5y x  ，此外，还可

以用正弦型曲线，圆的方程的一部分表示此曲线，可以留作课后思考.

截面面积
18 2 2

0
2 | 0.01 3.5 | 84.3( )S x dx m  

斜面与曲面之间的体积 384.3 14 1180.2( )V m  

所需正四面体钢架个数为1180.2 1 1180  （个）

赛道转换结构结构造价大约为 177 万元，再加上忽略掉的其它成

本，与网上公布的“完成搭建的全部造价约 200 万元”基本一致，而

新建赛道需要超千万元的投资，大大节省了成本．以此感受中国智慧，

体会习近平总书记“绿色、共享、开放、廉洁”的办奥理念.

课后思考：在掌握了利用定积分求平面图形面积的方法后，解决

了课上提出的首钢滑雪大跳台赛道转换结构的造价问题.课后请学生

继续收集和定积分求面积相关的实际案例，让学生进一步体会数学在

实际生活中的应用.
【思政元素】1.引导学生作出函数图像，板书展示计算过程，以

直观的形式强化学生对知识的理解，体会微元法化整为零，积零为整，

量变到质变的哲学思想．微元法的思想是一项非常行之有效的分析问

题和解决问题的办法，其核心就是将一个大问题分解成几个若干的小

问题，进行各个击破．这一方法可以应用于多个学科领域.

2. 通过自主探究过程，学生可以积极思考，主动参与，养成良

好的自主探究的学习习惯，并利用现有的理论，得到更普遍的方法．课
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堂中学生经过了这样一个设疑、分析、猜想、解疑的探索过程，学生

观察问题、分析问题、解决问题的能力、逻辑思维能力和概括能力得

到有效地提高，进而真正地培养和提高学生们的数学素养.

分析评价

本案例以定积分求平面图形的面积为例，提出课程思政背景下的

一种教学设计架构.讲述中国冬奥故事，传递中国声音，激发学生民

族自豪感，将家国情怀厚植于学生心中.在知识传授的过程中，以问

题意识引领学生，启发学生主动发现问题、提出问题、分析问题、解

决问题，从而培养学生主动思考、积极探索的科学精神.注重知识的

应用，在实践中实现课程思政，达到润物无声的育人效果.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-036
案例标题 无穷限的反常积分

案例来源 原创

内容简介

无穷限反常积分可以理解为定积分的极限，在很多实际问题中都

有广泛应用.学生在本节课之前已经掌握极限运算、定积分的概念和

计算，但是同学们对数学课程偏向知识掌握，对极限法、定积分思想

的理解和应用需进一步强化；学生有踏实的学风，但部分学生对课程

存在畏难心理，缺乏主动思考.因此，在教学中我们要注重激发学生

的学习兴趣，加强思想引领，注意揭示知识的内在联系，培养学生的

分析和应用能力.

关 键 词 反常积分；无穷限反常积分

编写时间 2023-5-19
编 著 者 岳毅蒙，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生家国情怀和为建设科技强国努力.
素材长度 1042

案例正文

案例一 首先播放一段央视新闻

视频“嫦娥二号飞向日地拉格朗日 L2

点”，若时间允许，可再播放视频“嫦

娥二号发射”，再由一张照片辅助介

绍.嫦娥二号卫星从环绕月球轨道，

飞往距地球 150 万公里的日地拉格朗日 L2 点进行深空探测，标志着

我国在轨道设计、飞行控制、测控与通信、数据接收等方面的技术有

了新的突破，也是中国第一次进行一次发射、执行多个任务、开展多

个目标探测的一次全新尝试，实现了世界上首次由月球飞往遥远深空

的星际飞行，对中国航天而言，这也是第一次前往如此遥远的宇宙深

空，显示出中国深空探测迈向了新的旅程.

案例二 （第二宇宙速度问题）

在地球表面垂直发射火箭，要使火箭克服地

球引力无限远离地球，试问初速度 0v 至少要多

大？

第二宇宙速度问题归结为无穷积分问题，说明国家的航天事业需

要我们这样具有专业知识的人才，激励学生们努力学好专业知识，练

就为国家做贡献的过硬本领.通过简要介绍从毛主席提出要搞人造卫
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星到我国成为第五个独立发射人造卫星的国家这一段历史，培养学生

的家国情怀.并借助我国宋代著名的理学家、哲学家和教育家朱熹的

名言，引出成语“继往开来”，揭示这节课将要学习的无穷限的反常

积分正是对这句话的完美写照.

知识点

一、两类反常积分的定义

定义 1 设函数 f 定义在无穷区间[ , )a  上，且在任何有限区间

[ , ]a u 上可积，如果存在极限

Jdxxf
u

au


)(lim

则称此极限 J为函数 f 在 [ , )a  上的无穷限反常积分（简称无穷积

分），记作 dxxfJ
a

)(


 

并称 dxxf
a

)(


收敛. 如果极限不存在，称发散.

类似地，可定义 f 在区间 ( , ]b 上的无穷积分：

( ) lim ( )
b b

uu
f x dx f x dx

 
 

对于 f 在 ( , )  上的无穷积分，用前面两种无穷积分来定义：

( ) ( ) ( )
a

a
f x dx f x dx f x dx

 

 
   

其中 a为任一实数，当且仅当等号右边两个无穷积分都收敛时，

它才是收敛的.

例 1 讨论无穷积分
1

1
pdxx



 的敛散性.

例 2 讨论下列无穷积分的敛散性.

（1）
2

1
(ln ) p

dx
x x



 （2） 2

1
1

dx
x



 

定义 2 设函数 f 定义在区间 ( , ]a b 上，在点 a的任一右领域上无

界，但在任何内闭区间[ , ] ( , ]u b a b 上有界且可积.如果存在极限

lim ( )
b

au a
f x dx J



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则称此极限为无界函数 f 在 ( , ]a b 上的反常积分，记作

( )
b

a
J f x dx 

并称反常积分 ( )
b

a
f x dx 收敛，如果极限不存在，称为发散.

例 3 计算瑕积分
1

20

1
1

dx
x 的值.

【思政元素】1.通过观看卫星发射盛况，增强民族自豪感，激发

学生科技报国的信念和决心通过卫星发射现场的图片，同学生交流观

看发射直播的感受，体会我国航天事业不断突破，取得的巨大成就，

增强民族自豪感.

2.通过第二宇宙速度问题的引入和解决，激发学生学习兴趣，培

养学以致用、服务社会的意识和信心.同时，提高学生数学建模与推

导计算能力，以及用于创新、敢于探索的科学精神.

3.在反常积分概念得出的过程中，不断强化数形结合的思想和方

法，体会借助极限法思想，实现有限到无限矛盾的转化，强化了学生

的数学思维，提升专业人才培养质量.

分析评价

本案例既展示了数学理论的严密的逻辑思维，又体现了解决实际

问题时的近似思想，还让我们领略到数学之美；既有分散知识点的复

习巩固，又有综合利用多知识点解决复杂问题时的复合思维训练.还

让我们深入了解了我国航天科技的实力，认识科技强国的重要性和迫

切性，增强民族自信心，发扬我国的航天精神，积极投身到建设繁荣

富强的祖国和实现民族复兴的伟大事业中.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-037
案例标题 数项级数

案例来源 原创

内容简介

通过介绍《庄子·天下篇》，进而引入数项级数的定义，使学

生懂得庄子已经认识到无限和有限的统一，培养学生的民族自豪感

和文化自信；通过介绍数项级数的应用，培养学生树立辩证唯物主

义世界观；通过学习定理（绝对收敛级数一定收敛），训练学生学

习转变思维,找出解决问题的方法.

关 键 词 数项级数；级数的和；绝对收敛

编写时间 2023-2-12
编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养正确人生观；透过现象洞察本质，求真创新的科学态度.

素材长度 1468

案例正文

案例一 庄子（约公元前 369 年-约公元

前 286 年），姓庄，名周，战国时期宋国蒙

人.战国中期道家学派代表人物，思想家、哲

学家、文学家，庄学的创立者，与老子并称

“老庄”.最早提出的“内圣外王”思想对儒

家影响深远.洞悉易理，指出“《易》以道阴

阳”，其“三籁”思想与《易经》三才之道相合.其文想象力极为

丰富，语言运用自如，灵活多变，能把微妙难言的哲理说得引人入

胜.代表作品为《庄子》，其中名篇有《逍遥游》《齐物论》《养

生主》等.其作品被称为“文学的哲学，哲学的文学”.据传庄子尝

隐居南华山，卒葬南华山，故唐玄宗天宝初，被诏封为南华真人，

其书《庄子》被奉为《南华真经》.

案例二 《庄子·天下篇》飞鸟之景未尝动也.镞矢之疾，而有不

行、不止之时.狗非犬.黄马骊牛三.白狗黑.孤驹未尝有母.一尺之

棰，日取其半，万世不竭.

  n2
1

2
1

2
1

2

由此引入数项级数的定义：

知识点
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给定一个数列 }{ nu ，对它各项依次用 ”“ 号连接起来的表达式

  nuuu 21

称为常数项无穷级数或数项级数（也常简称级数），其中 nu 称为数

项级数的通项或一般项.数项级数也常写作


1n
nu . 数项级数的前 n

项之和，记为

.21
1

n

n

k
kn uuuuS  





若

，SS nn



lim

则称数项级数收敛，称 S为数项级数的和，记作

.
1

21 





n

nn uuuuS 

3. 绝对收敛级数一定收敛.

正项级数的敛散性的判别方法灵活多样，通过上面结论可将一

般级数的敛散性转化为正项级数的敛散性.

4. 调和级数

 
n
1

2
11

是发散的.

案例三 级数是一个非常重要的数学概念，它在多个领域都有

广泛的应用：

金融与经济学：级数被广泛应用于金融领域的计算，如复利计

算、债券利息的计算等.这些都需要将不同时间点上的数值进行累

加，以得到最终的总量.此外，在经济学中，波动理论和需求理论

的预测也会涉及到级数的应用，如对一组波动的振幅求和以得到总

的波形.
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物理学：级数在物理学中也扮演着关键角色.例如，在波动理

论中，需要对一系列波的振幅进行求和，以得到最终的波形；在电

磁学中，级数则用于分析和处理复杂的电场和磁场问题.

工程技术和计算机科学：在工程设计和计算机编程中，级数常

常用于处理不同参数的数据集，以达到优化算法的目的，提高计算

效率.此外，级数还用于优化算法的时间复杂度和降低计算成本.

统计学和生物学：在统计学中，级数用于对样本数据进行求和，

以得到总体数据的估计值；而在生物学中，级数则用于对分子结构

的组成部分进行求和，以获得分子的能量和属性.

数学本身：级数作为研究函数的重要工具之一，能够表示许多

常用的非初等函数，包括微分方程的解.此外，级数还能通过幂级

数等方式研究非初等函数，并进行近似计算.

教育：在中学数学教学中，级数被用作快速计算数字之和的方

法，如定积分、测量圆周等.同时，级数也能帮助学生理解和分析

数列的特征，进一步推导数学定理.

综上所述，级数不仅在数学领域内具有广泛的应用，而且在其

他科学技术领域中也发挥着重要作用.

【思政元素】1.庄子已经认识到无限和有限的统一，培养学生

的民族自豪感和文化自信.激励学生自觉将个人理想的追求与国家

的发展，民族的复兴结合在一起.

2.通过介绍级数的应用，使学生能够认识到数学来源于实践，

形成理论后又服务于实践，激发学生学习兴趣，培养学生树立辩证

唯物主义世界观.

3.训练学生学习转变思维,找出解决问题的方法和良好的数学

素养.人生总会遇到困难，山不转水转，水不转人转.一旦会转动，

变通，所有事情都可以转变.要改变头脑，转换思路：感到不顺，

受挫，并不是糟糕的事情，只是一种信号，告诉我们应该变通了.

4.尽管调和级数的一般项越来越小，而且无限逼近于零，但是

和却为无穷大，所以可以说调和级数把无限累积的力量体现地淋漓
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尽致，点点滴滴可以汇聚成河.“勿以恶小而为之，勿以善小而不

为”，要铭记“养小德才能成大德”.

分析评价

本案例通过介绍《庄子·天下篇》中的“一尺之棰，日取其半，

万世不竭”，引入数项级数的定义，培养学生的民族自豪感和文化

自信；通过介绍数项级数的学习和应用，培养学生树立辩证唯物主

义世界观，训练学生学习转变思维.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-038

案例标题 函数展开成幂级数

案例来源 改编

内容简介
通过介绍数学家泰勒和劳林级数，激发学生的学习兴趣；通

过学习间接展开法，鼓励学生多思考，最终会有所突破.

关 键 词 泰勒级数，麦克劳林级数，间接展开法

编写时间 2023-4-5

编 著 者 孔亮，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生善于思考的习惯.

素材长度 1259

案例正文

案例一 数学家泰勒的故事.布

鲁克·泰勒（Brook Taylor 1685 年 8

月 18 日－1731 年 11 月 30 日）英

国著名数学家，有限差分理论的奠

基者，主要以泰勒公式和泰勒级数

出名，同时还是一位富有才华的音

乐家和画家.虽然泰勒是一名非常

杰出的数学家，但是泰勒的写作风

格过于简洁，不喜欢明确和完整地把他的思路写下来，因此他的

许多证明没有遗留下来，这也是他的许多创见未能获得更高声誉

的一个原因.

知识点

一、 泰勒级数

前面讨论了幂级数的收敛域及其和函数的性质．但在许多应用

中，遇到的却是相反的问题：给定函数 f(x)，要考虑它是否能在

某个区间内“展开成幂级数”，也就是说，是否能找到这样一个

幂级数，它在某区间内收敛，且其和恰好就是给定的函数 f(x).如

果能找到这样的幂级数，则称函数在该区间内能展开成幂级数，

而这个幂级数在该区间内就表达函数 f(x)．

1、泰勒公式
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如果 f(x) 在点 0x 的某邻域内有直到 1n  的导数．则对此邻域

内任一 x有

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
nf x f x f x

f x f x x x x x x x
n

 
       

   
   

1
1

01 !

n
nf

x x
n


 


，

（其中 在 x与 0x 之间），上式称为 f(x)的 n阶泰勒展开式或泰勒

公式，利用泰勒公式，我们可以用一个关于  0x x 的 n次多项式.

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1 2

n
n

n

f x f x f x
p x f x x x x x x x

n
 

       
！ ！ ！

（也称为泰勒多项式）来近似的表达函数  f x ，并可通过余项

 
   
   

1
1

0( ) ( )
1

n
n

n n

f
R x f x p x x x

n


   
 ！

估计误差．在泰勒公式中，当 0 0x  时，记 x  ， 0 1  ，此

时公式成为

               
 

1
2 1`0 0 0

0 ...
1 2 ! 1 !

n n
n nf f f f x

f x f x x x x
n n




 
     

！ ！

称为  f x 的麦克劳林公式，或称为按 x的幂展开的泰勒公式．

2、泰勒级数

如果  f x 在点 0x 的某邻域内具有各阶导数

 f x ，  f x ，…，    nf x ，…，

称级数

        
     20 0

0 0 0 0 0... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

为  f x 在 0x x 的泰勒级数．特别当 0 0x  时，则称它为  f x 的

麦克劳林级数．即

         20 0
0 0 ... ...

2! !

n
nf f

f f x x x
n


    
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案例正文

案例二 麦克劳林（Maclaurin，1698-1746） 是苏格兰数学家.

麦克劳林是一位牧师的儿 子，半岁丧父，9 岁丧母.由其叔父抚

养成人. 叔父也是一位牧师. 1719 年，麦克劳林在访问伦敦时见

到 了牛顿，从此便成为牛顿的门生.1724 年， 他继续获得教授

席位.麦克劳林 21 岁时发表 了第一本重要著作《构造几何》，

在这本书 中描述了作圆锥曲线的一些新的巧妙方法， 精辟地讨

论了圆锥曲线及高次平面曲线的 种种性质.1742 年撰写的《流数

论》以泰勒 级数作为基本工具，是对牛顿的流数法作出 符合逻

辑的、系统解释的第一本书.他以熟练 几何方法和穷竭法论证了

流数学说，还把 级数作为求积分的方法，并独立于 Cauchy 以几

何形式给出了无穷级数收敛的积分判 别法.他得到数学分析中著

名的 Maclaurin 级数展开式，并用待定系数法给予证明.

定理 设函数  f x 在点 0x 的某一邻域内具有各阶导数，则

 f x 在该邻域内能展开成泰勒级数的充要条件是  f x 的泰勒公

式中的余项  nR x 当n时的极限为零．即

 lim nn
R x


=0.

称为函数 )(xf 可展开成麦克劳林级数.

显然，将函数 )(xf 在 0xx  处展开成泰勒级数，可通过变量

替换 0xxt  ，化归为函数

)()()( 0 tFxtfxf 

在 0t 处的麦克劳林展开.因此，我们将着重讨论函数的麦克劳

林展开.

特别地，当 00 x 时

 





 n
n

x
n

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2

称为函数 )(xf 可展开成麦克劳林级数.

显然，将函数 )(xf 在 0xx  处展开成泰勒级数，可通过变量
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案例正文

（3） 求出幂级数

         
     20 0

0 0 0 0 0.... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

（4） 考察余项  nR x 的极限，并给出收敛域.

这种直接方法计算量较大，而且最后要考察余项 nR 是否收敛于

零，这是一件很不容易的事情．

例 1 将函数  f x = xe 展开成 x的幂级数.

2 间接展开法

以上两个例子是用直接方法（直接按公式
   0

!

n

n

f
a

n
 计算幂

级数的系数）展开成幂级数的，下面，我们利用幂级数本身的性

质，如四则运算，逐项微分，逐项积分等，把函数  f x 展开成为

x的幂级数，这样计算简单，而且往往可以避免直接研究余项，

根据函数展开的唯一性，可知这与直接方法所得的结果一样．

例 2 已知函数   sinf x x 展开成 x的幂级数

sin x     
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


（ x   ）

把函数  =f x cosx展开成 x的幂级数

cos x=    
2 4 2

1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

n
      （ x   ）

【思政元素】1.通过介绍数学家泰勒和麦克劳林，引导学生

学习泰勒和麦克劳林的创新精神.

2.通过直接展开法，培养学生脚踏实地的习惯.

3.通过间接展开法，引导学生体会转换解题的思路，使问题

解决更便捷，但间接展开法的使用也离不开直接展开法做好的铺

垫.因此，一个人的成功离不开前人的指引和启迪，科学上的进步

更是要靠一代一代人前赴后继不断努力的结果.
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分析评价

本案例通过讲解泰勒级数和麦克劳林级数，引导学生学习数

学家泰勒和麦克劳林的创新精神；通过学习间接展开法，鼓励学

生学习转换思想，在已有基础上继续努力，不断突破.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-039
案例标题 傅里叶级数

案例来源 原创

内容简介

通过介绍傅里叶的经历，引导学生正确对待人生发展中的顺

境与逆境，培养学生健康向上的人生态度；通过介绍傅里叶级数

的应用，培养学生树立辩证唯物主义世界观；通过计算函数的傅

里叶级数展开式，培养学生踏实认真的学习习惯和良好的数学素

养.

关 键 词 傅里叶级数；傅里叶系数；三角函数系

编写时间 2023-2-10
编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养正确人生观；透过现象洞察本质，求真创新的科学态度.

素材长度 1718

案例正文

案例一 1.傅里叶 (Fourier， Jean

Baptiste Joseph)1768 年 3 月 21 日生于

法国奥塞尔；1830 年 5 月 16 日卒于巴

黎．傅里叶出身平民，父亲是位裁缝．9

岁时双亲亡故，以后由教会送入镇上的

军校就读，表现出对数学的特殊爱好．他

还有志于参加炮兵或工程兵，但因家庭

地位低贫而遭到拒绝．后来希望到巴黎在更优越的环境下追求他

有兴趣的研究．可是法国大革命中断了他的计划，于 1789 年回到

家乡奥塞尔的母校执教．在大革命期间，傅里叶以热心地方事务

而知名，并因替当时恐怖行为的受害者申辩而被捕入狱．出狱后，

他曾就读于巴黎师范学校，虽为期甚短，其数学才华却给人以深

刻印象．1795 年，当巴黎综合工科学校成立时，即被任命为助教，

协助 J．L．拉格朗日(Lagrange)和 G．蒙日(Monge)从事数学教学．这

一年他还讽刺性地被当作罗伯斯庇尔(Robespierre)的支持者而被

捕，经同事营救获释．1898 年，蒙日选派他跟随拿破仑(Napoleon)

远征埃及．在开罗，他担任埃及研究院的秘书，并从事许多外交

活动，但同时他仍不断地进行个人的业余研究，即数学物理方面

的研究．1801 年回到法国后，傅里叶希望继续执教于巴黎综合工

科学校，但因拿破仑赏识他的行政才能，任命他为伊泽尔地区首
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府格勒诺布尔的高级官员．由于政声卓著，1808 年拿破仑又授予

他男爵称号．此后几经宦海浮沉，1815 年，傅里叶终于在拿破仑

百日王朝的尾期辞去爵位和官职，毅然返回巴黎以图全力投入学

术研究．但是，失业、贫困以及政治名声的落潮，这时的傅里叶

处于一生中最艰难的时期．由于得到昔日同事和学生的关怀，为

他谋得统计局主管之职，工作不繁重，所入足以为生，使他得以

继续从事研究．1816 年，傅里叶被提名为法国科学院的成员．初

时因怒其与拿破仑的关系而为路易十八所拒．后来，事情澄清，

于 1817 年就职科学院，其声誉又随之迅速上升．他的任职得到了

当时年事已高的拉普拉斯 (Laplace)的支持，却不断受到泊松

(Poisson)的反对．1822 年，他被选为科学院的终身秘书，这是极

有权力的职位．1827 年，他又被选为法兰西学院院士，还被英国

皇家学会选为外国会员．傅里叶一生为人正直，他曾对许多年轻

的数学家和科学家给予无私的支持和真挚的鼓励，从而得到他们

的忠诚爱戴，并成为他们的至交好友．在他帮助过的科学家中，

有知名的奥斯特(Oersted)、狄利克雷(Dirichlet)、阿贝尔(Abel)和斯

图姆(Sturm)等人．有一件令人遗憾的事，就是傅里叶收到伽罗瓦

(Galois)的关于群论的论文时，他已病情严重而未阅，以致论文手

稿失去下落．

傅里叶去世后，在他的家乡为他树立了一座青铜塑像．20 世

纪以后，还以他的名字命名了一所学校，以示人们对他的尊敬和

纪念．

知识点

若 f 是以 2 为周期且在 ],[  上可积的函数，令

 



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 
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称为 f （关于三角函数系）的傅里叶系数，以 f 的傅里叶系数为
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系数的三角级数
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【思政元素】 正确对待人生发展中的顺境与逆境，处理好人

生发展中的各种矛盾，培养健康向上的人生态度.

案例二 傅里叶级数在多个领域都有广泛的应用，以下是几个

主要的应用场景：

（1）信号处理：傅里叶级数被用来将时域信号转换为频域信

号，以了解信号的不同频率分量及其强度和相位信息.这有助于进

行滤波、降噪、压缩等操作.在数字信号处理中，傅里叶级数也用

于分解信号，使其成为一系列正弦和余弦函数的叠加，便于进一

步的分析和治疗.

（2）图像处理：傅里叶级数帮助将图像分解为正弦和余弦函

数的组合，这样可以在不改变主要特征的情况下压缩图像的高频

分量，节省存储空间.此外，它也可以用于图像增强和边缘检测等

操作.

（3）物理学：在物理学中，傅里叶级数用于描述波动和振动

现象，以及分析周期性物理量的特性.它可以将变化的电流和电压

表示为一组正弦和余弦波，方便分析.同时，它也适用于声学和光

学领域，用于描述和处理复杂的波动模式.

（4）数学：傅里叶级数不仅用于表示周期函数，还可以用于

求解偏微分方程等数学问题.通过将问题转化为求解一组傅里叶

级数系数的问题，可以得到问题的解析解.

傅里叶级数在信号处理、图像处理、物理学和工程学等多个

领域都发挥了重要作用，提供了从时域到频域的有效转换手段，

以及在分析和处理周期性信号时的关键工具.
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【思政元素】 通过介绍傅里叶级数的应用，使学生能够认识

到数学来源于实践，形成理论后又服务于实践，培养学生树立辩

证唯物主义世界观.

例 设
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



求 f 的傅里叶级数展开式.

【思政元素】 通过计算函数的傅里叶级数展开式，培养学生

踏实认真的学习习惯和良好的数学素养.

分析评价

本案例通过介绍傅里叶的人生经历和傅里叶级数的应用，引

导学生正确对待人生发展中的顺境与逆境，培养学生健康向上的

人生态度，引导学生树立辩证唯物主义世界观；通过计算函数的

傅里叶级数展开式，培养学生踏实认真的学习习惯和良好的数学

素养.

评 价 者 王晓 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-040

案例标题 方向导数与梯度

案例来源 改编

内容简介
通过《望庐山瀑布》和蚂蚁逃生问题讨论，引入方向导数和梯

度，学会从不同的角度分析问题.

关 键 词 方向导数；梯度

编写时间 2022-3-1
编 著 者 孔亮，商洛学院

素材形式 文字等

育人主题 对学生进行科学思维方法的训练，提高学生分析问题的能力.

素材长度 1565

案例正文

案例一 《望庐山瀑布》

日照香炉生紫烟,遥看瀑布挂前川.

飞流直下三千尺,疑是银河落九天.

案例二 引入问题（蚂蚁逃生问题）：

假设一个金属板下面有一团火焰，它使金

属板受热，假定金属板的温度分布函数

� �, � = 1
�2+�2，其中 �, � 为金属板上点

坐标值，在金属板某一处有一只蚂蚁，问这只蚂蚁应沿什么方向爬

行才能最快到达较凉快的地方？该问题实质上讨论的是函数� �, �

在某一点�沿某一方向的变化率.

知识点 函数的增量� � + ��, � + �� − �(�, �)与��'两点间的距

离� = �� 2 + �� 2之比值，当�'沿着�趋于�时，如果此式的极限

存在，则称这极限为函数在点�沿方向�的方向导数.记为

��
��

= lim
�→0

� �+��,�+�� −�(�,�)
�

.

依定义，函数�(�, �)在点�沿着�轴正方向�1��� = 1,0 、�轴正向�2��� =

0,1 的方向导数分别为��、��；沿着�负向、�轴负向的方向导数是

− ��、 − ��.

定理 1 如果函数� = �(�, �)在点� �0, �0 是可微分的，那么函

数在该点沿任意方向�的方向导数都存在，且有
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��
��

= ��
��

cos � + ��
��

cos �，

其中����� = ( cos � , cos � ).

【思政元素】 对于二元函数，某

某一点沿着不同方向，它的方向导数

往往不相同，正像苏轼在《题西林壁》

所说：“横看成岭侧成峰，远近高低

各不同.不识庐山真面目，只缘身在

此山中.” 从不同角度看庐山，坡度

不同.

例 1 求函数� �, � = �y 在点（1，1）沿方向����� =（cos �，sin �）

的方向导数，并问在怎样的方向上此方向导数有

（1）最大值；（2）最小值；（3）等于 0？（�为�轴正向到

射线的转角）

【思政元素】 培养学生计算能力、分析问题、解决问题的能力和

逻辑思维能力.

知识点

定义 1 设函数� = � �, � 在平面区域内�内具有一阶连续偏导

数，则对于每一点� = �, � ∈ �，都可定出一个向量
��
��

�� = ��
��

��，该

向量称为函数� = � �, � 在点� �, � 的梯度，记为

grad � �, � =
��
��

�� +
��
��

��

设��� = cos ��� + cos ��� 是方向 ��� 上的单位向量，由方向导数公式知

��
��

=
��
��

cos � +
��
��

� =
��
��

,
��
��

∙ cos � , cos �

= grad � �, � ⋅ ���

= grad � �, � cos �

其中 � = [ grad � �, � ⋅ ��� ]，当��� grad � �, � ⋅ ��� = 1 时，
��
��
有最大

值.

结论：函数在某一点的梯度是这样一个向量，它的方向与取得
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最大方向导数的方向一致，而它的模为方向导数的最大值，梯度的

模为

grad � �, � =
��
��

2

+
��
��

2

【思政元素】 由梯度定义可知，蚂蚁逃生问题的答案是蚂蚁应

沿温度函数�(�, �)在蚂蚁初始位置处梯度的反方向（即又热变冷变

化最剧烈的方向）爬行，就能最快到达较凉快的地方.利用蚂蚁逃生

问题的方法论启示，对学生进行人生观和科学伦理教育.人们常说:

成功的道路没有捷径可以走！但是掌握科学的方法，却能帮你提高

效率.通过蚂蚁逃生问题讨论，对学生进行科学思维方法的训练和科

学伦理的教育.

分析评价

通过《望庐山瀑布》和蚂蚁逃生问题讨论，引入方向导数和梯

度，强加了对学生进行科学思维方法的训练，引导学生学会从不同

的角度分析问题.

评价者 王晓 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-041
案例标题 多元函数的极值

案例来源 原创

内容简介

通过讲解多元函数的极值，让学会用运动的观点看待问题，从

全局出发给出准确判断.引导学生从联系的观点学习数学分析，锻

炼学生探究不同概念、定理的内在联系，并且分析和处理现实生活

中遇到的问题.

关 键 词 多元函数；极值；平面图形的面积

编写时间 2023-2-20
编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
采用运动的观点看待问题，从全局出发给出准确判断，培养分

析和处理现实生活中问题的能力.

素材长度 1243

案例正文

案例一 题西林壁

横看成岭侧成峰，远近高低各不同.

不识庐山真面目，只缘身在此山中.

通过宋代文学家苏轼的《题西林

壁》引入多元函数极值的定义.《题西

林壁》是宋代文学家苏轼的诗作.这是一首诗中有画的写景诗，又

是一首哲理诗，哲理蕴含在对庐山景色的描绘之中.前两句描述了

庐山不同的形态变化.庐山横看绵延逶迤，崇山峻岭郁郁葱葱连环

不绝；侧看则峰峦起伏，奇峰突起，耸入云端.从远处和近处不同

的方位看庐山，所看到的山色和气势又不相同.后两句写出了作者

深思后的感悟：之所以从不同的方位看庐山，会有不同的印象，原

来是因为“身在此山中”.也就是说，只有远离庐山，跳出庐山的

遮蔽，才能全面把握庐山的真正仪态.全诗紧紧扣住游山谈出自己

独特的感受，借助庐山的形象，用通俗的语言深入浅出地表达哲理，

故而亲切自然，耐人寻味.通过《题西林壁》这首诗引入极值的概
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念，会给抽象的数学课堂注入一缕诗情画意.这首诗描绘的是庐山

随着观察者角度不同，呈现出不同的样貌.多元函数的极值这个知

识点，数形结合后画出来的图形，就像庐山的山岭一样连绵起伏，

极大值在山顶取得，极小值则是出现在山谷.

知识点

设 f 在点 ),( 000 yxP 的某领域 )( 0PU 上有定义.若对任何点

)(),( 0PUyxP  ，成立不等式

)),()(()()( 00 PfPfPfPf  或

则称 f 在点 0P 取得极大（或极小）值，点 0P称为 f 的极大（或极小）

值点. 极大值、极小值统称为极值. 极大值点、极小值点统称为极

值点.

【思政元素】 1.人生就像连绵不断的曲面，起起落落是必经

之路，是成长的需要，跌入低谷不气馁，甘于平淡不放任，伫立高

峰不张扬，这才叫宽阔胸襟.要学会用运动的观点看待问题，低谷

与顶峰只是人生路上的一个转折点.2.要认识事物的真相与全貌，

必须超越狭小的范围，把握全局才能得到准确判断.

知识点

设二元函数 f 具有二阶连续偏导数，并记











)()(
)()(

)(
00

00
0 PfPf

PfPf
PH

yyyx

xyxx
f

为 f 在 0P 的黑塞矩阵.

设二元函数 f 在点 ),( 000 yxP 的某领域 )( 0PU 上具有二阶连续偏

导数，且 0P 是 f 的稳定点.则当 )( 0PH f 是正定矩阵时， f 在 0P 点取

得极小值；当 )( 0PH f 是负定矩阵时， f 在 0P 点取得极大值；当



137

)( 0PH f 是不定矩阵时， f 在 0P 点不取极值.

【思政元素】 通过多元函数极值充分条件的讲解，将数学分

析中的知识和高等代数中的知识联系了起来，激发了学生学习数学

分析的兴趣.通过极值充分条件的证明，将高等代数的技巧应用到

数学分析中，培养了学生的数学素质.唯物论的根本原理是“世界

物质统一性原理”.既然世界上的万事万物具有统一性、共性，那

么由此就必然得出万物是相互联系的看法.因为万物有统一性，所

以万物相互联系.万物的相互联系是万物统一性的表现.而联系包

括事物间的相互作用，由相互作用构成事物的运动.联系是事物本

身所固有的，是不依人的意志为转移的.因为联系和事物的存在直

接相关.事物存在着就说它联系着，无联系了也就不存在了，联系

和存在同在，所以联系是客观事物固有的.联系有直接联系和间接

联系、内部联系和外部联系、本质联系和非本质联系、必然联系和

偶然联系等等.通过极值充分条件的讲解，使同学们明白数学的不

同课程不是孤立存在，而是相互联系的，引导学生从联系的观点学

习数学分析，锻炼学生探究不同概念、定理的内在联系，并且分析

和处理现实生活中遇到的问题.

分析评价

本案例通过讲解多元函数的极值，让学会用运动的和全局的观

点看待和分析问题.引导学生从联系的观点学习数学分析，锻炼学

生探究不同概念、定理的内在联系，并且分析和处理现实生活中遇

到的问题.

评 价 者 王晓 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-042
案例标题 拉格朗日乘数法

案例来源 原创

内容简介

本案例通过以数学家拉格朗日命名的科学术语展示及无条件

极值例题的先导，展开条件极值问题的探究，由简到难，由浅入深，

层层递进，条分缕析向学生展示条件极值问题的解答方法.

关 键 词 拉格朗日乘数法

编写时间 2024-5-25
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
借助数学史进行数学教育，可以达到培养学生数学素养，锻造

向优秀数学家学习的美好品质，和启迪人生的作用.

素材长度 915

案例正文

案例一 约瑟夫·拉格朗日（Joseph-Louis Lagrange，1736 年

—1813 年）全名为约瑟夫·路易斯·拉格朗日，法国著名数学家、物

理学家。1736 年 1 月 25 日生于意

大利都灵，1813 年 4 月 10 日卒于

巴黎。他在数学、力学和天文学三

个学科领域中都有历史性的贡献，

其中尤以数学方面的成就最为突

出.以数学家拉格朗日命名的科学

术语.

知识点 条件极值、拉格朗日乘数法

对于函数的自变量，除了限制在函数的定义域内以外，并无其

它条件，所以有时候称为无条件极值.但在实际问题中，有些极值

问题除了限制在定义域内，还需要满足一定的附加条件，这样的极

值称为条件极值.例如，求表面积为 2a 而体积为最大的长方体的体

积问题.设长方体的三棱的长为 zyx ,, ，则体积 xyzV  .又因假定表

面积为 2a ，所以自变量 zyx ,, 还必须满足附加条件

2)(2 axzyzxy  .

但在很多情形下，将条件极值化为无条件极值并不这么简单.

有一种直接寻求条件极值的方法，可以不必先把问题化到无条件极
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值的问题，这就是下面要介绍的拉格朗日乘数法.

现在我们来寻求函数 ),( yxfz  在满足条件 ( , ) 0x y  下取得

极值的必要条件.

拉格朗日乘数法 要求函数 ),( yxfz  在附加条件 ( , ) 0x y 

下的极值，可先构造辅助函数

),(),(),( yxyxfyxF 

其中为某一常数，求其对 x与 y的一阶偏导数，并使之为零，然

后与条件 ( , ) 0x y  联立
















.0),(

,0),(),(

,0),(),(

yx

yxyxf

yxyxf

yy

xx







由这方程组解出 x， y及，则其中 x， y就是函数 ),( yxf 在

附加条件下 0),( yx 的可能极值点的坐标.

最后，根据问题的具体意义判定所求得的点是否为极值点.

这方法还可以推广到自变量多于两个而条件多于一个的情形.

例如，要求函数 ),,,( tzyxfu  在附加条件 0),,,( tzyx 及

0),,,( tzyx 下的极值，可以先构成辅助函数

),,,(),,,(),,,(),,,( 21 tzyxtzyxtzyxftzyxF  

其中 1 ， 2 均为常数，求其一阶偏导数，并使之为零，然后与(9)

中的两个方程联立起来求解，这样得出的 tzyx 、、、 就是函数

),,,( tzyxf 在附加条件(9)下的可能极值点的坐标.

至于如何确定所求得的点是否极值点，在实际问题中往往可根

据问题本身的性质来判定.

例 1.求表面积为 2a 而体积为最大的长方体的体积.
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【思政元素】在数学最优问题中，拉格朗日乘数法（以数学家

约瑟夫·路易斯·拉格朗日命名）是一种寻找变量受一个或多个条

件所限制的多元函数的极值的方法.这种方法将一个有 n 个变量与

k 个约束条件的最优化问题转换为一个有 n + k 个变量的方程组的

极值问题，其变量不受任何约束.

通过以数学家拉格朗日命名的科学术语展示及无条件极值例

题的先导，展开条件极值问题的探究，由简到难，由浅入深，层层

递进，条分缕析向学生展示条件极值问题的解答方法.

分析评价

本案例通过以数学家拉格朗日命名的科学术语展示及无条件

极值例题的先导，展开条件极值问题的探究，由简到难，由浅入深，

层层递进，条分缕析向学生展示条件极值问题的解答方法.借助数

学史进行数学教育，可以达到培养学生数学素养，锻造向优秀数学

家学习的美好品质，和启迪人生的作用.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-043

案例标题 第一型曲线积分

案例来源 原创

内容简介
本节通过荀子《劝学》中的经典语句和积分思想引入第一型曲

线积分定义和计算.

关 键 词 第一型曲线积分

编写时间 2022-7-3
编 著 者 孔亮，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生脚踏实地的精神，为实现中国梦而努力.

素材长度 1034

案例一 不积跬步，无以至千里；不积小

流，无以成江海.—荀子《劝学》.

荀子（约公元前 313－前 238），名况，

字卿，汉族，因避西汉宣帝刘询讳，因“荀”

与“孙”二字古音相通，故又称孙卿.周朝战

国末期赵国人.著名思想家、文学家、政治家，儒家代表人物之一，

时人尊称“荀卿”.曾三次出齐国稷下学宫的祭酒，后为楚兰陵（今

山东兰陵）令.荀子对儒家思想有所发展，提倡性恶论，常被与孟子

的性善论比较.对重整儒家典籍也有相当的贡献.

案例二 曲边梯形的面积.积分的思想是先分割，再近似，然后

求和，最后求极限得到精确值.这一思想不仅适用于一元函数定积

分，也适用于多元函数重积分、曲线积分、曲面积分等.积分的本质

在于通过将一个复杂或连续的变化过程分割为无数个极小的时间

(或空间)单元(即“微元”)，然后对每个微元对应的量值进行累加.

这种思想体现了从局部到整体的转变，允许我们从对单个微元的处

理过渡到对整体的描述，即使在面对非均匀变化或者复杂函数时也

能准确地反映出累积效果.积分与求和的关系在于它是对无限多个

数值趋于无限小的极限求和过程，可以看作是无穷级数求和或者无

穷多矩形面积叠加的推广.

积分的思想起源于古代，早在公元前 7世纪，古希腊科学家、

哲学家泰勒斯就对球的面积、体积、与长度等问题的研究就含有微
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积分思想.公元前 3世纪，古希腊的数学家、力学

家阿基米德以及中国古代数学家刘徽等人的著作

中就已含有积分学的萌芽.微积分的最初建立是

为了解决一系列的工程问题，如炮弹的最大射程

问题、切线问题等，而积分学的思想上千年前就

已经出现，比如求圆面积时使用的割圆术.

知识点

设一构件(物体)占 xoy面内一段曲线弧 L，端点为 BA、 ，线密

度ρ ),( yx 连续，求构件质量M .


















n

i
iii

n

i
iii

iiiiiii

i

syxM

syxM

syxMsyx
nisL

10

1

).,(lim4

).,(3

).,(,),(2
),,2,1(1








）（

）（

）（

分割）将（ 

其中  nsss  ,,,max 21  .

定义 1 L为 xoy面内的一条光滑曲线弧， ),( yxf 在 L上有界，

用M ;将 L分成 n小段 is ，任取一点 ),,1(),( nisiii  作和

  ii

n

i
inii

n

i
i sfsssf  






),(lim0,,,max,),(
`01

`



时若当令 

存在，则称此极限值为 ),( yxf 在 L上第一型曲线积分，记为


L

dsyxf ),( ，即







n

i
iii

L

sfdsyxf
1

0
),(lim),( 



定理 1 设 ),( yxf 在弧 L上有定义且连续， L方程为

，)(
)(
)(













t
ty
tx

)(),( tt  在 ],[  上有一阶连续导数且 0)()( 22  tt  ，则
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
L

dsyxf ,),( 存在则曲线积分

dtttttfdsyxf
L

)()()](),([),( 2'2' 





【思政元素】1.有限积蓄无限，以量变积蓄质变，第一型曲线

积分的定义体现了对立和统一、量变到质变的逻辑思维.

2.鼓励学生以“十年磨一剑”的精神和“不积跬步无以至千里”

的决心，脚踏实地，在一点一滴的积累中提高自身综合素质，锤炼

奋斗精神，实现人生价值.

3.无论一元函数定积分、多元函数重积分，还是曲线积分，其

本质都是相似的，都可以看作是无数个微元的累积过程.梦想的实现

需要我们将梦想分成若干小的具体的目标，通过脚踏实地完成一个

一个小的目标，在奋斗的路上，不断努力和追求，总有一天中国梦

一定会实现.

分析评价

本案例通过荀子《劝学》中的经典语句和积分思想引入第一型

曲线积分定义和计算.培养学生“十年磨一剑”的精神和“不积跬步

无以至千里”的决心,为实现中国梦不断努力.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-044

案例标题 第二型曲线积分

案例来源 原创

内容简介

通过松枝上的积雪和曲直替代的辩证观引入第二型曲线积分的

定义和计算，让学生深刻领会微积分曲直的辩证关系，引导他们“方

做人，圆处事”.通过介绍格林的故事引入格林公式，培养学生热爱

科学和对科学产生兴趣，让学生学会自学和思考，并树立独立解决

问题的信心.

关 键 词 第二型曲线积分

编写时间 2022-3-1
编 著 者 孔亮，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 让学生深刻领会微积分曲直的辩证关系，培养求真创新的科学态度.

素材长度 1489

案例一 一场大雪中，松枝上的积雪越来越厚，眼看就要把松枝

压断了，就在这时，那富有生气的枝丫向下弯曲，雪从枝头滑落.

这样反复地积，反复地落，雪松仍旧完好无损.可其他树的树枝就不

懂得在重压下弯曲，以致常常就被积雪压断.

案例二 哲学中曲直替代的辩证观.我国古代儒家思想中的“外

圆内方”的处世哲学，就是在对坐标的曲线积分的学习中，学生首

先了解的是数学概念的曲直转化，延伸到学生日常生活中，对学生

的个人成长具有重大的指导意义，具体体现在为人处世的思想上.

我国古代儒家思想中的“外圆内方”的处世哲学，就是“曲直”思

维的最好诠释.

案例三 英国数学家乔治·格林简介：乔治·格林(George Green，

1793-1841)的学生生涯只有短短的三个学

期.他的小学校长 Robert Goodacre，对格林

的影响深刻.这位校长写过许多关于数学以

及教育方面的教科书，他通过演讲成功地激

发并培养了幼小乔治·格林(1793-1841) 的

格林在数学和自然科学方面的兴趣 并使之

发扬光大，直到不可思议地在科学上做出巨

大的贡献.因为要给父亲的面包坊照料生意，格林早早辍学，但格林
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没有间断自学.他自学了包括拉普拉斯(Laplace)的《天体力学》等

著作以及拉格朗日(Lagrange)的关于数学物理方面的著作的英文版

本.1828 年格林出版了他的最重要的科学著作《关于数学分析应用

于电磁理论的一篇论文》.1829 年，父亲去世后，格林进人剑桥

Gonville and Caius学院学习，格林在此期间发表了对后世有重要影

响的学术成果.美国数学史家莫里斯·克莱因评价说:“格林是第一

个沿着欧洲大陆上的工作线索前进的英国大数学家，他的工作培养

了人数众多的数学物理学者--剑桥学派，其中包括威廉·汤姆孙爵

士、斯托克斯爵士、瑞利勋爵和克拉克·麦克斯韦·”这一评价不

仅说明了格林对剑桥学派以至整个英国科学界的影响，也指出了格

林研究工作的渊源，那就是法国、德国等数学物理学家们开创的位

势理论.

知识点

有向曲线：规定了方向的曲线，或有起点和终点的曲线;简单闭

曲线 L的方向:逆时针为正.

设一质点在 xoy 面内从点 A沿光滑曲线弧 L移到点 B，受力



 jyxQiyxpyxF ),(),(),( ，其中 QP、 在 L上连续.求上述过程

所做的功.

①分割：先将 L分成 n个小弧段 ),,2,1(1 niMM ii 

②近似代替： iiiii MMF






 1),( 

③求和： ]),(),([
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i
iii yQxP 
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
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

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i
iiiiii yQxP
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),(),([lim 



定义 1 设 L为 xoy面内从点 A到点 B的一条有向光滑曲线弧，

函数 ),(),( yxQyxP 、 在 L上有界.在 L上沿 L的方向任意插人一点

列 ),,2,1)(,( 111 nxyxM iii  把 L分成 n个有向小弧段
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),;,,2,1( 01 BMAMniMM nii  

设 ,1 iii xxx ， 1 iii yyy 点( ii  , )为 ii MM 1 上任意取定

的点.如果当每个小弧段长度的最大值入→0时， P ( ii  , ) ix 的极

限总存在，则称此极限为函数 ),( yxP 在有向曲线弧 L上对坐标 x的

曲线积分，记作 L dxyxP ),( 类似地，如果



n

i
iii yQ

1
),(  的极限值

总存在，则称此极限为函数 ),( yxQ 在有向曲线弧 L上对坐标 y的曲

线积分，记作 L dyyxQ ),( .即
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定理 1 设 ),( yxP ， ),( yxQ 在 L上连续， L的参数方程为：

 )(
)(
tx
ty






当 t单调地从 变到  时，点 ),( yxM 从 L的起点 A沿 L变到终点B，

且 )(t ， )(t 在以 ，  为端点的闭区间上具有一阶连续导数，且

0)()( 22  tt  ，则  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 存在,且

 
L

dyyxQdxyxP ),(),(  dttttQtttP )(')](),([)(')](),([ 
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
 

定义 2 若积分  
L

QdyPdx 仅与 L的起点与终点有关，称积分

 
L

QdyPdx 与路径无关.

单连通区域(无洞)设D为平面区域，若 D内任一闭曲线所围

的部分都属于D，称D为单连通区域，否则称为复连通区域(有洞).

区域D的边界曲线 L的方向，当观看者沿 L行走时，D内在他近处

的那一部分总在他的左边.
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定理 2 设闭区域D由分段光滑的曲线 L围成，函数 ),( yxP 和

),( yxQ 在D上具有一阶连续偏导数，则有

 
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
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QdyPdxdxdy

y
P

x
Q

.

L为D的取正向的边界曲线.

【思政元素】1.在学生的人格塑造中，应融入“曲”和“直”

两个概念，帮助他们深刻领会微积分曲直的辩证关系，引导他们“方

做人，圆处事”，既锤炼光明正大、明辨是非的高尚品格，又运用

机智圆通、灵活老练的精妙技巧，进一步有效地解决生活实践中遇

到的人际关系问题、工作环境问题、社会竞争问题等.

2.介绍数学家格林在数学史伟大的贡献和自学成才的传奇人

生，让学生学会自己思考，并树立独立解决问题的信心.让学生学习

数学家格林自强不息的精神品格，培养学生热爱科学和对科学产生

兴趣，让学生学会自学和思考，并树立独立解决问题的信心.

分析评价

本案例通过松枝上的积雪和曲直替代的辩证观，让学生深刻领

会微积分曲直的辩证关系.通过介绍格林的故事培养学生热爱科学

和对科学产生兴趣，让学生学会自学和思考，并树立独立解决问题

的信心.

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-045
案例标题 二重积分的定义

案例来源 原创

内容简介

通过介绍将割补法，让学生了解古代数学家如何探究平面图形

的面积，提升学生的文化自信；由曹冲称象联想到累加求和，进而

计算曲顶柱体体积，展示化整为零、集零为整的数学思想.引导学

生体会我国古代儒家思想中的“外圆内方”的处世哲学，脚踏实地，

努力奋斗，实现中华民族的伟大复兴.

关 键 词 二重积分；曲顶柱体；平面图形的面积

编写时间 2023-2-20
编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
掌握化整为零、集零为整的数学思想和方法；培养脚踏实地和努力

奋斗的精神和品质.

素材长度 1250

案例正文

案例一 与平面图形面积相关的数学史主要包括古埃及、古巴

比伦、古印度和古代中国四部分的历史.古埃及是几何的发源地，

当地的居民很早就开始对土地进行测量，开始对平面图形的面积进

行计算.在公元前 1650 年左右的著作《莱因德纸草书》中就对矩形、

三角形和梯形进行了面积计算.我国古代《九章算术注》中对长方

形的面积公式做了论述.同时，还通过“以盈补虚”的方式将三角

形、直角梯形和等腰梯形割补成长方形来进行验证计算.从整体上

来看，影响东西方数学发展最大的就是古希腊的《几何原本》和我

国的《九章算术注》，在这些著作中，探究平面图形的面积公式时

都涉及了割补法.

知识点 若平面图形 P的内面积 PI 等于它的外面积 PI ，则称 P

为可求面积，并称其共同值  PP II PI 为P的面积.

【思政元素】 将割补法的理念引入其中，让学生了解古代数

学家如何探究平面图形的面积，提升学生的文化自信.

案例二 曹冲生五六岁，智意所及，有若成人之智.时孙权曾致

巨象，太祖欲知其斤重，访之群下，咸莫能出其理.冲曰：“置象

大船之上，而刻其水痕所至，称物以载之，则校可知矣.”太祖悦，

即施行焉.
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案例二 刘徽“割圆术”：割之弥

细，所失弥少，割之又割，以至不可割，

则与圆周合体而无所失矣.求曲顶柱体

的体积蕴含“以直代曲”的思想和方法.

刘徽是我国伟大的数学家，提出了计算

圆周率的方法，奠定了此后千余年来中国圆周率计算在世界上的领

先地位.

知识点 设 ),( yxf 为定义在可求面积的有界闭区域D上的非负

连续函数，求以曲面 ),( yxfz  为顶，D为底的主体的体积V .

先用一组平行于坐标轴的直线网T 把区域 D分成 n个小区域

),,2,1( nii  ，以 i 表示小区域 i 的面积. 这个直线网相应地

把曲顶柱体分割成 n个以 i 为底的小曲顶柱体 ),,2,1( niVi  .由

于 ),( yxf 在区域D上连续，因而可在 i 上任取一点 ),( ii  ，用以

),( iif  为高， i 为底的小平顶柱体的体积作为 iV 的体积 iV 的近

似值，把这些小平顶柱体的体积加起来，就得到曲顶柱体体积V 的

近似值

.),(
11




n

i
iii

n

i
i fVV 

【思政元素】 由曹冲称象联想到累加求和，从部分到整体的

思想，计算曲顶柱体体积，采用“分割、近似求和、取极限” 的

方法，其中蕴含着“化整为零、集零为整”的数学思想.引导学生

对待困难问题，采取化整为零，各个击破的方法.同时培养学生的

文化自信.

知识点 设 ),( yxf 是定义在可求面积的有界闭区域D上的函

数，J是一个确定的数.若对任给的正数 ，总存在某个正数 ，使
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对于D的任何分割T，当 T 时，有

 


Jf ii

n

i
i ),(

1
，

则称 ),( yxf 在D上可积，数 J称为函数 ),( yxf 在D上的二重积分，

记作 ，
D

dyxfJ ),( 其中 ),( yxf 称为被积函数，x与 y称为积分变

量，D称为积分区域.

【思政元素】体现了对立和统一、量变到质变的逻辑思维. 引

导学生体会我国古代儒家思想中的“外圆内方”的处世哲学，就是

“曲直”思维的最好诠释.在学生的人格塑造中，应融入“曲”和

“直”两个概念，引导他们“方做人，圆处事”，既锤炼光明正大、

明辨是非的高尚品格，又运用机智圆通、灵活老练的精妙技巧，延

伸到学生日常生活中，对学生的个人成长具有重大的指导意义，具

体体现在为人处世的思想上，有效地解决生活实践中遇到的人际关

系问题、工作环境问题、社会竞争问题等.引导学生学习体会积少

成多、不积跬步无以至千里的道理,在实现中国梦的道路上，脚踏

实地地完成一个一个目标，就能实现中华民族的伟大复兴.

分析评价

本案例通过介绍古代数学家如何探究平面图形的面积，提升学

生的文化自信；通过计算曲顶柱体体积，使学生体会蕴含着化整为

零、集零为整的数学思想.引导学生脚踏实地，努力奋斗，实现中

华民族的伟大复兴.

评 价 者 王晓 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-046
案例标题 格林公式

案例来源 原创

内容简介

通过格林公式的学习，培养学生终身学习的习惯和能力；通过

格林公式的应用，培养学生运用变通思想解决问题的能力和创新意

识.

关 键 词 格林公式；曲线积分；二重积分

编写时间 2023-2-10
编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字

育人主题 培养学生终身学习的习惯和能力、增强创新意识.

素材长度 1064

案例正文

案例一 乔治·格林（George Green，西元 1793 年 7 月 14 日—

西元 1841 年 5 月 31 日）是一位完全自学成才的英国数学家，西元

1828 年发表《论应用数学分析于电磁学》，论文首次引入了格林公

式，格林函数，势函数等现在所有大学都在教授的内容.格林的一生

传奇在于他几乎是自学成才，他出生在英国诺丁安郡的斯奈顿（现

在为诺丁安城一部分），他一生大部分时间都在此度过。他的父亲

也名为乔治，是一名面包师傅，建了一座风车磨坊来磨谷物，年轻

的乔治只在八至九岁上过一年学校.格林长大后在父亲的风车磨坊

工作，父亲于西元 1829 年逝世后他继承了风车磨坊.他自学数学,因

为诺丁安所有的知识资源很少，历史学家不清楚他从何得知当时数

学发展。那时当地只有一个曾学过数学的人，名为 John Toplis.格林

于西元 1828 年发表他的“论文”时，以订阅方式卖给 51 人.其中多数

是他的朋友，很可能看不懂内容.数学家 Edward Bromhead 买了一

份，鼓励格林继续作数学研究.格林不相信 Edward Bromhead 的诚

意，两年没有与对方接触.最后格林联络了 Edward Bromhead，获得

协助进入剑桥大学.西元 1833 年他以四十岁之龄成为本科生.他的学

术成就不俗，西元 1837 年毕业后留在剑桥冈维尔与凯斯学院的系

内.他在光学、声学、流体力学有著作.但在西元 1840 年，他得病返

回诺丁安郡，一年后逝世.但格林在世时，他的工作在数学界并不知

名，死后他的成就被物理学家发现并应用于物理学和数学领域，取

得巨大成功，也因此而闻名于世.
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在十九世纪，英国数学家乔治·格林(George Green)偶然想到

一个问题：能否用某个区域的边界和边界上的函数来研究该区域内

部的情况？

知识点

定理 21.11 若函数 ),(),( yxQyxP ， 在闭区域D上连续，且有连

续的一阶偏导数，则

 














L
D

QdyPdxd
y
P

x
Q ,

其中 L为区域D的边界曲线，分段光滑，并取正方向.上式称为格

林公式.

1. 计算  



L yx

ydxxdyI 22 ，其中 L为绕原点一周的封闭曲线.

令

2222 ),(),(
yx

xyxQ
yx
yyxP







 ， ，

则 ),(),( yxQyxP ， 在 L围成的区域内不满足格林公式的条件，不能

直接应用格林公式求解，需要去掉以原点为中心的领域，进而在剩

余的区域上应用格林公式.通过上面例题，引导学生正确创造条件，

应用格林公式计算相关曲线问题.

2.若对于平面区域D上任一封闭曲线，皆可不经过D以外的点

而连续收缩于属于D的某一点，则称此平面区域为单连通区域，否

则称为复连通区域. 在应用格林公式中闭区域可以是单连通区域

或复连通区域,避免学生认为只有单连通区域的情况.

【思政元素】1.通过介绍格林自学成才的人生经历，引导学生

学习数学家种孜孜不倦、勤奋探索的科研精神，培养学生终身学习

的习惯和能力.

2.在格林公式的应用中巧设障碍，引导学生在条件不满足时探

寻解决问题的方法，引领学生不断攀登新高度、获取新方法，培养

学生运用变通思想解决问题的能力和创新意识.
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3.考虑和处理学习和生活中的问题时要全面，不能片面.

分析评价

本案例通过十九世纪英国数学家乔治·格林偶然想到一个问

题：能否用某个区域的边界和边界上的函数来研究该区域内部的情

况?引入格林公式.介绍数学家格林的生平，引导学生学习数学家孜

孜不倦、勤奋探索的科研精神，培养学生终身学习的习惯和能力；

通过在格林公式的应用中巧设障碍，培养学生运用变通思想解决问

题的能力和创新意识.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-047

案例标题 曲面的面积

案例来源 原创

内容简介

激发学生思考热情，培养探索精神，让学生体会数学之美.培养

学生理论练习实际的能力，激发创新创造能力.深刻体会数学的科学

性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实

的作风。鼓励学生学习数学，投身基础研究，为将祖国建设成为科

技强国而努力！

关 键 词 空间曲面；面积

编写时间 2023-8-5
编 著 者 孔亮，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
让学生体会数学之美，体会数学的科学性和严谨性，引导学生为将

祖国建设成为科技强国而努力！

素材长度 1030

案例一 曲面的面积

日常生活中曲面几乎无处不在，左图为我国著名建筑--国家大

剧院，其外表面为一蛋壳形状的

曲面，由于其完美对称，给人带

来视觉上极强的舒适感，具有庄

重和谐的美感.在建筑设计时，我

们往往需要计算曲面的面积，如

何计算国家大剧院外表曲面的面积呢？应该采取什么样的思路解决

这个问题呢?

2007 年，第一颗北斗导航卫

星发射升空，中国全面进入了北

斗卫星组网的发射期。2017 年，

23 颗卫星发射成功，而从 2017

年到 2020 年，3年间 32 颗卫星

发射升空，这样的速度在全世界的航天大国中都是绝无仅有的。而

之所以能有这样的中国速度，北斗导航卫星首席总设计师谢军说：

“航天人，就是要多付出一些汗水，同时把产品在有限的时间内做

得可靠。”说到这份“可靠”时，谢军语气轻松，但从容的背后其

实是他献身航天事业 30 余载的沉淀。从北斗一号、北斗二号到北斗



155

三号，我国已逐步实现所有产品百分之百国产化。

介绍 2023 年 5 月 17 日我国利用长征三号乙运载火箭成功发射

第 56 颗北斗导航卫星，不仅是中国还有其他发达国家每年都在发射

不少导航卫星，到底发射多少颗卫星能够满足需求？抛出问题：一

颗通信卫星能覆盖地球多少范围？

知识点

设曲面 S由方程 ),( yxfz  给出， xyD 为曲面 S在 xoy面上的投

影区域，函数 ),( yxf ，在D上具有连续偏导数 ),( yxf x 和 ),( yxf y 现

计算曲面的面积 A .

在闭区域 xyD 上任取一直径很小的闭区域 d (它的面积也记作

d ），在 d 内取一点 ),( yxp ，对应着曲面 S上一  ),(,, yxfyxM ，

曲面 S在点M 处的切平面设为T .以小区域 d 的边界为准线作母

线平行于 z轴的柱面，该柱面在曲面 S上截下一小片曲面，在切平

面T上截下一小片平面，由于 d 的直径很小，那一小片平面面积近

似地等于那一小片曲面面积.曲面 S在点M 处的法线向量(指向朝

上的那个)为  1),,(),,( yxfyxfn yx 


，它与 z轴正向所成夹角 的

方向余弦为






cos

,
),(),(1

1cos
22

ddA

yxfyxf yx






dyxfyxfdA yx ),(),(1 22 

这就是曲面 S的面积元素，故

dyxfyxfA
XYD yx  ),(),(1 22

例 1 设有一颗地球同步轨道通信卫星，距地面的高度

kmh 36000 ，运行的角速度与地球自转的角速度相同.试计算该通

信卫星的覆盖面积与地球表面积的比值.
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由以上例题结果可知，一颗同步卫星覆盖了全球三分之一以上

的面积，故使用三颗相隔 
3
2

角度的同步卫星就可以覆盖几乎地球

全部表面.

【思政元素】1.数学知识不仅在航天领域，在计算机、人工智

能等领域有着重要的应用，基础学科的发展才能促进高科技的发展.

鼓励学生学习数学，投身基础研究，为将祖国建设成为科技强国而

努力！

2.通过介绍国家大剧院和我国成功发射第五十六颗北斗导航卫

星，培养学生的民族自豪感.

3.激发学生思考热情，培养探索精神，让学生体会数学之美.

培养学生理论练习实际的能力，激发创新创造能力.深刻体会数学的

科学性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作

求实的作风.

分析评价

本案例通过国家大剧院和北斗导航系统，激发学生思考热情，

培养探索精神，让学生体会数学之美，帮助学生形成良好的学习习

惯、思维严谨、工作求实的作风。鼓励学生学习数学，投身基础研

究，为将祖国建设成为科技强国而努力！

评价者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-048

案例标题 第二型曲面积分

案例来源 原创

内容简介
由应用问题出发，创设情境，引入第二型曲面积分，激发学生

兴趣，培养学生民族自豪感和求真创新的科学态度.

关 键 词 第二型曲面积分

编写时间 2023-5-12

编 著 者 孔亮，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养学生民族自豪感和求真创新的科学态度.

素材长度 1685

案例正文

案例一 单侧曲面 --莫比乌斯

带:1858 年，德国数学家莫比乌斯把

一根纸条扭转 180°后，两头再黏结

起来做成的纸带圈.普通纸带具有两

个面(即双侧曲面)，一个正面，一个

反面，两个面可以涂成不同的颜色；

而这样的纸带只有一个面(即单侧曲面)，一只小虫可以爬遍整个曲

面而不必跨过它的边缘.这种纸带被称为“莫比乌斯带”.拓展问题：

有没有只有一个侧的曲面?

案例二 德国数学家莫比乌斯

(Mobius，1790-1868)简介:莫比乌斯最

初学法学，1809 年转向数学，从

1809 年到 1814 年他在莱比锡大学学

数学并获博士学位.1814 年在莱比锡

任天文学教师 1815 年他获得教授资

格，一年后在高斯的推荐下成为特级

教授和莱比锡天文台的观测员. 1846 年他成为王家萨克森科学院建

立成员之一 1848 年他成为莱比锡天文台台长 1868 年 9 月 26 日逝

世于莱比锡.
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知识点

定义 1 设曲面 ),( yxzz  ，若取法向量朝上(


n与 z轴正向的

夹角 为锐角)，则曲而取定上侧，否则为下侧；对曲面 ),( zyxx  ，

若


n的方向与 x轴正向夹角 为锐角，曲面取定前侧，否则为后侧：

对曲面 ),( zxyy  ，


n的方向与 y轴正向夹角  为锐角，曲面取定

右侧，否则为左侧.若曲面为闭曲面，则取法向量的指向朝外，则

此时取定曲面的外侧，否则为内侧；取定了法向量即选定了曲面的

侧，这种曲面称为有向曲面.

案例三 长江流域是我国水

资源配置的战略水源地，在国家

水网总体建设布局中的战略地

位日益凸显.通过不断健全长江

流域水工程体系建设，强化流域

水工程统一联合调度，长江流域水资源保障能力不断夯实.万里长

江奔涌，为经济社会发展提供重要水资源保障.数据显示，长江多

年平均水资源量为 9959 亿立方米，约占全国的 36%，居全国各大江

河之首.2023 年 10 月 20 日 13 时，三峡水库坝前水位达到 175 米，

标志着 2023 年三峡水库满蓄目标顺利实现.截至 10 月 20 日，以三

峡水库为代表的长江流域控制性水库群蓄水量达 1069 亿立方米，

这是自 2012 年长江流域控制性水库群联合调度以来蓄水量首次超

过 1000 亿立方米.近年来，水利部门不断健全长江流域水工程体系

建设，强化流域水工程统一联合调度，加强跨区域水资源丰枯调剂，

不断夯实水资源保障能力.长江每年供水量超过 2000 亿立方米，长

江流域水工程综合效益显著.长江流域是我国水资源配置的战略水

源地。长江每年供水量超过 2000 亿立方米，为区域经济社会发展

提供了有力支撑.

“高效开展水资源配置，离不开控制性水库群的关键作用。水

库群相互配合，在蓄丰补枯、拦洪削峰上形成集聚效益.”长江水
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利委员会规划计划局规划一处副处长汪鹏介绍，2012 年首次开展联

合调度时仅有三峡及上游水库共 10 座，今年纳入联合调度的水库

有 53 座，总调节库容达到 1169 亿立方米.长江流域控制性水库群

整体效益明显提升，在保障流域防洪安全、供水安全、粮食安全、

能源安全等方面发挥着举足轻重的作用.“三峡水库每年汛末启动

蓄水，为当年冬季和次年春季用水提供保障.近年来，三峡水库每

年枯水季节下泄流量提高到每秒 6000 立方米以上，为长江中下游

补水 200 多亿立方米.”

知识点

设 RQP ,, 为定义在双侧曲面 S上的函数，在 S 的一侧作分割

T，它把 S分为 n个小曲面 nSSS ,,, 21  ，分割T的细度

 ，的直径ini
ST




1
max

以
xyzxyz iii SSS  ,, 分别表示 iS 在三个坐标面上的投影区域的面积.

在各个小曲面 iS 上任取一点 ),,( iii  ，若

zxyz iii

n

i
iTiii

n

i
iT

SQSP  






),,(lim),,(lim

1010


xyiii

n

i
iT

SR 



),,(lim

10


存在，且与曲面 S的分割T和 ),,( iii  的取法无关，则称此极限为

函数 RQP ,, 在曲面所指定的一侧上的第二型曲面积分，记作

.),,(),,(),,( dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP
S
 

【思政元素】 三峡工程作为一项举世瞩目的伟大工程，不仅

在技术上取得了众多突破，而且在精神层面也形成了独特的“三峡

精神”.这种精神贯穿于工程的整个建设过程中，成为推动工程顺

利完成的重要动力.科学民主：强调在三峡工程建设和运行过程中

注重科学决策和民主参与，确保工程的合理性和可持续性.这种精

神体现在从工程可行性论证到民主表决通过方案，再到开展施工、



160

建设的全过程.团结协作：体现在三峡工程建设中各方力量团结一

致，共同奋斗.这种精神不仅体现在工程建设者之间的合作，也体

现在与库区人民、全国各地各部门的协作中，共同为三峡工程作贡

献.精益求精：追求工程质量的极致，不断优化和完善，体现追求

卓越的工作态度。这种精神在三峡工程修建的过程中得到了充分体

现，无论是技术创新还是工程管理，都体现了对卓越的不懈追求.

自强不息：展现了中华民族面对困难和挑战时的坚韧不拔的精神.

三峡工程的建成，不仅是中国不断繁荣富强的象征，也向世界展现

了中华民族自强不息的精神.

分析评价

本案例由应用问题出发，创设情境，激发学生兴趣，培养学生

民族自豪感和求真创新的科学态度，让学生学习“三峡精神”，树

立独立解决问题的信心，确立正确的人生观.

评 价 者 王晓 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-049
案例标题 高斯公式

案例来源 原创

内容简介

通过格林公式引入高斯公式，引导学生学习数学家高斯面对人

生挫折，努力奋斗的品质和追求完美的精神；通过研究不同的数学

概念，大胆猜想，严谨论证，给出结论，培养学生研究数学的思维

和方法。

关 键 词 高斯公式；曲面积分；三重积分

编写时间 2023-3-1

编 著 者 孔亮 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 培养正确人生观；透过现象洞察本质，求真创新的科学态度.

素材长度 1220

案例正文

案例一 数学家高斯简介:约翰·卡尔·弗里德里希·高斯，

德国著名数学家、物理学家、天文学家、大地测量学家，近代数学

莫基者之一高斯是近代数学奠基者之一.他和牛顿、阿基米德被誉

为数学史上三大杰出的数学家，他的数学研究几乎遍及所有领域，

在数论、代数学、非欧几何、复变函数和微分几何等方面都作出了

开创性的贡献.高斯从小就展现了数学天

赋，三岁时便能指出他父亲账目上的错

误，在他的人生中经历很多坎坷:长期资

助他研究工作的卡尔·威廉·斐迪南公爵

在抵抗拿破仑的耶拿战役阵亡，给他带来

了经济上的拮据：妻子的逝世，也曾使得

他一度心灰意冷，但是他并没被挫折打倒，而是直面痛苦；在悲伤

沮丧中并没有颓废，而是在逆境中奋起，继续他的研究.

虽然高斯有着与生俱来的数学天分，但他的成就离不开他勤

奋、严谨、虚心钻研的人生态度。我们每个人的天分是不可改变的，

但是怀揣着一颗对数学无比热忱的心能帮助我们在追求更高境界

的数学的道路上走得更远.高斯对待学问十分严谨，不轻易发表他
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的著作，除非他相信这篇著作已达到完美无缺的地步,任何结论，

不论多么重要，都要等他认为完善之后才发表.数学是一门极严谨

的学科，研究者应该有缜密的逻辑思维和严谨的科学态度。高斯做

到了这一点，他的座右铭是“少些，但要成熟些”；他的格言“不

留下进一步要做的事”.高斯在科学研究过程中会对某一个定理多

次给予不同的证明，以求最简、严谨。他说：“绝不能以为获得一

个证明以后，研究便告结束，或把寻找另外的证明当作多余的奢侈

品.有时候你开始没有得到最简单和最完善的证明，但就是这样的

证明才能深入到高级算术的真理的奇妙联系中去，这正是吸引我们

去继续研究的主动力，并且最能使我们有所发现.”学习数学就要

像高斯那样不马虎，力求完美.

知识点

如果我们把 18 世纪的数学家们想象为一系列的高峰峻岭,那

么最后一座使人肃然起敬的峰巅便是高斯.

格林公式

二重积分 沿平面封闭曲线的曲线积分

高斯公式

三重积分 沿空间闭曲面的曲面积分

定理 22.5 设空间闭区域V 是由分片光滑的双侧闭曲面 S所围

成的.若函数 RQP ，， 在V 上具有一阶连续偏导数，则

 


















SV

RdxdyQdzdxPdxdzdxdydz
z
R

y
Q

x
P

其中 S取外侧，上式称为高斯公式.

【思政元素】1.高斯曾说过：“若无某种大胆果敢的猜想，一

般来说是不可能有知识进展的”.在高斯公式的教学中，恰当给出

“发现”:

(1) 三重积分可以转化为二重积分；

(2) 曲面积分也可以转化为二重积分：

(3) 三重积分和曲面积分是否可以通过二重积分这个“桥梁”
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联系起来？

(4) 展示高斯公式的证明过程，最后给出完美数学结论.

2.通过这个过程既能潜移默化培养学生研究数学的正确思路

和方法，又能带领学生领悟数学的发展历程，养成研究数学的习惯，

有效培养数学思维和能力.指出世界上万事万物都是相互联系着

的. 联系构成事物的运动，运动引起事物的变化，发现事物之间的

联系是学业成功的关键,引导学生懂得事物本身是普遍联系的.

3.三大公式（格林公式、高斯公式、斯托克斯公式）统一于流

形上的斯托克斯定理.将不同的数学公式有效的统一起来.

4.唯物辩证法--以联系发展的观点看问题.

分析评价

本案例通过格林公式引入高斯公式，介绍数学家高斯的生平，

引导学生学习数学家高斯面对人生挫折时，展现的坚毅品格和敢于

挑战困难的坚定信心，培养学生自强不息和追求完美的精神，树立

正确的人生观；通过研究高斯公式，培养大学生的数学思维和数学

研究能力.

评 价 者 王晓 教授，商洛学院数学与计算机应用学院
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案例编号 20031101-050
案例标题 斯托克斯公式

案例来源 原创

内容简介

本案例通过斯托克斯生平和其贡献的娓娓道来引人入胜，吸引

学生产生对所学内容的浓厚兴趣，通过数学史进行数学教育，使学

生体会数学公理与公式产生的过程，是一代代数学家们积累、探索、

求真的过程，激励学生在求学道路上应该笔耕不辍，勤奋努力，不

断探索.

关 键 词 斯托克斯公式；“站在巨人的肩膀上”的斯托克斯

编写时间 2023-3-1
编 著 者 王瑞 商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 激励学生在求学道路上应该笔耕不辍，勤奋努力，不断探索

素材长度 1497

案例正文

案例一 “站在巨人的肩膀上”的斯托

克斯斯托克斯生于爱尔兰的一个小镇，

他是六兄妹中最小的一个，从小就非常

有教养.他的父亲是一个有知识的人，注

重拓宽孩子们的知识面，如教他们学习

拉丁语等等.1832 年，斯托克斯进入都析

林学校学习.学习期间，他的父亲因病去

世，他只能寄居在叔叔家中，而不能象别的孩子那样寄宿，因为家

庭已负担不起他的生活开支.1835 年，16 岁的斯托克斯来到英格兰，

在布里斯托尔学院求学.1837 至 1841 年，在彭布罗克学院学习，毕

业时，以在数学方面优异的成绩获得了史密斯奖学金（他是获得此

奖学金的第一人），此后，他在别人的指导下着手流体动力学方面

的研究工作.1842 年到 1843 年期间斯托克斯发表了题为“不可压缩

流体运动”的论文；1846 年他所作的“关于流体动力学的研究”的报

告也许是使他成为一名数学家的最重要的转折点.1849 年，斯托克

斯被聘任为剑桥大学的数学教授，同时获得剑桥大学卢卡斯数学教

授席位，并任卢卡斯教授长达 50 年.1903 年 2 月 1 日，著名英国物

理学家、数学家斯托克斯在剑桥逝世.斯托克斯在对光学和流体动
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力学进行研究时，推导出了在曲线积分中最有名的被后人称之为

“斯托克斯公式”的定理.直至现代，此定理在数学、物理学等方面都

有着重要而深刻的影响.该公式其实是他 1854 年为史密斯奖试卷所

写的考题.斯托克斯的主要贡献是对粘性流体运动规律的研究.1821

年他发现了纳维-斯托克斯方程，它后来成为流体力学中最基本的

方程组.被称为“经典物理学最后的疑团”的湍流理论的中心问题便

是求这个方程组的统计解.

事实上，斯托克斯的研究是建立在剑桥大学前一辈科学家的研

究成果之上的，可以用牛顿的“站在巨人的肩膀上”来形容.对他有重

要影响的数学家包括拉格朗日、拉普拉斯、傅立叶、泊松和柯西等，

他们均是大名鼎鼎的数学家.由此可见做学术研究不仅需要像佩雷

尔曼那样的独立钻研的精神，也需要前辈的指引.

知识点 斯托克斯公式（曲面上的曲面积分与沿着的边界曲

线所做的曲线积分之间的联系）

定理 2 设为分段光滑的空间有向闭曲线 是以为边界的分

片光滑的有向曲面 的正向与 的侧符合右手规则 函数 P(x y

z)、Q(x y z)、R(x y z)在曲面(连同边界)上具有一阶连续偏

导数 则有

dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R )()()(




















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


 RdzQdyPdx 

记忆方式
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
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
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
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其中 n(cos  cos  cos)为有向曲面的单位法向量

例 1利用斯托克斯公式计算曲线积分

dzyxdyxzdxzyI )()()( 222222 




其中是用平面
2
3 zyx 截立方体 0x1 0y1 0z1 的表面

所得的截痕 若从 x 轴的正向看去取逆时针方向

【思政元素】 斯托克斯公式是微积分基本公式在曲面积分情

形下的推广，它也是格林公式的推广，这一公式给出了在曲面块上

的第二类曲面积分与其边界曲线上的第二类曲线积分之间的联系.

通过斯托克斯生平和其贡献的讲述，不仅让学生了解到斯托克

斯是一位伟大的数学家、物理学家，更让学生深刻体会数学公式推

导过程，体验探索求知的乐趣和科学进步过程中的积累性.

分析评价

本案例通过斯托克斯生平和其贡献的娓娓道来引人入胜，吸引

学生产生对所学内容的浓厚兴趣，通过数学史进行数学教育，使学

生体会数学公理与公式产生的过程，是一代代数学家们积累、探索、

求真的过程，激励学生在求学道路上应该笔耕不辍，勤奋努力，不

断探索.

评 价 者 王念良 教授 商洛学院数学与计算机应用学院
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