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前言

2016 年 12 月，习近平总书记在全国高校思想政治工作

会议中指出“要坚持把立德树人作为中心环节，把思想政治

工作贯穿教育教学全过程，实现全程育人、全方位育人，努

力开创我国高等教育事业发展新局面”。2020 年 5 月，教育

部印发了《高等学校课程思政建设指导纲要》，纲要中指出

“理工类课程要在教学中把马克思主义立场观点方法的教

育与科学精神的培养结合起来，提高学生正确认识问题、分

析问题和解决问题的能力，要注重科学思维方法的训练和科

学伦理的教育，培养学生探索未知、追求真理、勇攀科学高

峰的责任感和使命感”。

高等数学作为大学数学各专业必修的专业基础课，广泛

应用于社会、经济、科学等各个领域。“课程思政”在数学

课程教学中可以实现知识、能力和价值观教育的一体化，充

分发挥出数学课程的育人功能，实现数学人文教育的目标。

本案例库是商洛学院《高等数学》课程入选 2021 年陕

西省课程思政示范课程建设项目的阶段性成果。在挖掘高等

数学课程思政元素方面采取了“数学+”的模式，将哲学、

文学、史学、科技、时政、生活、美学等知识有机融入数学

课程教学中，寓思政育人于数学教学中。主要包括函数、极

限与连续、一元函数微分学、一元函数积分学、微分方程、



空间解析几何、多元函数微积分、无穷级数等教学内容的 50

个课程思政案例设计。

校内专家对各个案例评价后认为，高等数学课程教学团

队依据数学课程的特点，以立德树人为根本任务，从文史哲、

科技、时政等方面挖掘了课程思政元素，并有机融入到课程

教学中。案例库中收录的案例涵盖了高等数学课程的知识点，

经几轮次的教学实践检验，达到了“如盐溶于水”“润物细

无声”的效果。
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案例编号 AME001

案例标题 映射与函数

案例来源 原创

内容简介

1.由新能源汽车引出路程与速度的关系.

2.由国庆阅兵引出炮弹发射高度与时间的关系.

3.生活中的水费、电费引出特殊一类函数--分段函数.

关 键 词 映射，函数，分段函数

编写时间 2021-6-29

编 著 者 刘敏，讲师，商洛学院

素材形式 文字、图片、表格等

育人主题 爱国情怀与职业素养

素材长度 755

案例正文

1.近几年我国自主研发能力日渐提高，特别是新能源汽车，指

的是可以利用非常规的车用燃料搭配新型的车载动力装置，生产出

有新技术、新结构的汽车。目前新能源汽车包括纯电动汽车、增程

式电动汽车、混合动力汽车、燃料电池电动汽车、氢发动汽车等。

中国在 1980 年成功造出第一辆氢能汽车，现在新能源汽车发展势头

强劲，国家出台了一系列政策鼓励当地车企建立新能源汽车基地。

假设该汽车以 100km/h 的速度匀速行驶，汽车路程与时间的关系表

示为 S=100t，像这种关系我们用数学描述为什么函数？

2.我国 70 周年国庆大阅兵的场景大家还记忆犹新，随着义勇军

进行曲缓缓响起，各类方队开始接受人民检阅，一排排重型武器展

示了我们国家强大的军事力量，这次阅兵是中国特色社会主义进入

新时代的首次国庆阅兵，彰显了中华民族从站起来、富起来迈向强

起来的雄心壮志，人民军队以全新面貌接受主席检阅，接受党和人

民检阅，我们作为普通中国人很骄傲，其中一类重型武器--超声巡

航导弹格外彰显国家实力，那么炮弹发射高度与发射时间我们用数

学描述为什么函数？

3.生活中的水费问题：某市按以下规定收取每月水费，用量不
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超过 6吨，每吨 1.2 元，超过 6吨则超过部分每吨 2元。如果某用

户某月用水量为 x吨，他应交水费是多少？由此问题引出一类特殊

函数---分段函数。实际生活中电费问题也属于同一类问题。通过水

电费与用量的关系式启示同学们数学问题来源于生活实际问题，从

而培养学生应用数学的意识。由超出部分的价格分析培养学生节约

用水，爱护水资源的环保意识。

分析评价

本案例从科技创新、国庆阅兵、水资源保护等方面为例，在讨

论函数相关概念的时候，培养学生的创新意识、爱国精神和环保意

识。在传授知识的同时，做到了“润物细无声”地育人。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME002

案例标题 数列的极限

案例来源 原创

内容简介

以刘徽割圆术以及《金刚川》电影的极限思维为引，融合课程

思政特色，激发学生的学习兴趣，让学生理解数列极限的同时，能

够发现和分析生活中的极限思想。从宏观方面，帮助学生探寻数学

知识中蕴含的人生哲理和辩证唯物观，提升学生的文化自信感和民

族自豪感，激发民族自尊心和爱国主义情感，培养学生的责任意识，

传承科学家的科学精神。从微观方面，讲解极限的思想就是让学生

要不忘初心，砥砺前行，精益求精，无限接近，方锝始终，具备“水

滴石穿”的精神，坚持才能成功。

关 键 词 数列；数列极限；收敛

编写时间 2020-11-22

编 著 者 李超教授，数学与计算机应用学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
不忘初心，砥砺前行，精益求精，无限接近，方锝始终，具备“水

滴石穿”的精神，坚持才能成功。

素材长度 1088

案例正文

引例 1 极限思想（刘徽割圆术），介绍我国古代数学家对数列极限

思想和圆周率所做的贡献。

图 1 刘徽割圆术

引例 2 微视频（2分钟）：《金刚川》电影的部分片段。

图 2 《金刚川》人桥

引例 3 水滴石穿的极限思维。

图 3 水滴石穿

上面的例子中都含有数列的应用和数列极限思维。
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思政元素：

(1)刘徽割圆术：激发民族自尊心和爱国主义情感和增强求知欲，引

导学生传承祖先文化，培养学生的责任意识，传承科学家的科学精

神。

(2)《金刚川》人桥：树立学生的辩证唯物观，理想，不忘初心，坚

持理想，砥砺前行。

(3)水滴石穿：古代诗词及成语融入的极限思想，增强民族的向心力

和凝聚力。

（一）分析问题，解决问题：将上面的例子抽象成数学的语言，发

掘自变量。引入数列的定义。

1.数列定义在自然数集上的函数，记为 3,2,1),(  nnfxn ，由于

全体自然数可以从小到大排成一列，因此数列的对应值也可以排成

一列：  nxxx ,, 21 ，第 n项 nx 称为一般项或通项。

2.用圆内接正 126  n 边形的面积来近似代替该圆的面积时，得到数

列  ,,, 21 nAAA
3.设人数为 n，桥的长度记为 nx ， 3,2,1),(  nnfxn 从大到小排

列  nxxx ,, 21

4.设水滴数为 n，腐蚀的质量为 nx ， 3,2,1),(  nnfxn 从大到小

排列  nxxx ,, 21

总结：对于上面三个例子，都会趋于一定的极限，数列最重要的是

研究其在变化过程中无限接近某一常数的那种渐趋稳定的状态，这

就是常说的数列的极限问题。（区别数列和数列的极限）

（二）数列极限探讨

;2,6,4,2)2(

;1,
3
1,

2
1,11





n
n

）（

注：在数轴上，数列的每项都相应有点对应它。如果将 nx 依次在数

轴上描出点的位置，限我们能否发现点的位置的变化趋势呢？显然，








n
1 是无限接近于 0的； n2 是无增大的；

分析：观察






 
n
n 1

的情况。

（1）
n
n 1

随着 n的增大，无限制地接近 1，即 11



n
n

可以任意地

小，换言之，当 n充分大时 11



n
n

可以小于预先给定的无论多么小

的正数 。

（2） 
100

1 100
100

1111


 n
nn

n
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





 
n
n 1

从第 101 项开始，以后的项 ,
102
103,

101
102

102101  xx 都满足

不等式
100

11 nx ，或者说，当 100n 时，有
100

111



n
n

。

（3） 
10000

1 10000
10000

1111


 n
nn

n
，即







 
n
n 1

从第

10001 项开始，以后的项 ,
10002
10003,

10001
10002

1000210001  xx 都满足不

等式
10000

11 nx

一般地，不论给定的正数 多么小，总存在一个正整数N ，当 Nn 

时，有 
 11
n
n

。这就充分体现了当n越来越大时，
n
n 1

无限接

近 1 这一事实。这个数“1”称为当 n 时，






 
n
n 1

的极限。

（三）数列极限的定义

定义：若对 0 （不论 多么小），总自然数 0N ，使得当 Nn 
时都有  axn 成立，这是就称常数a是数列 nx 的极限，或称数列

nx 收敛于 a，记为 axnn



lim ，或 axn  （ n ）。如果数列没有

没有极限，就说数列是发散的。数列 nx 收敛于a，记为 axnn



lim ，

或 axn  （ n ）。

（四）数列极限的证明

设 1q ，证明  ,,,,,1 12 nqqq 的极限为 0，即 0lim 1 



n

n
q 。

（五）极限思想的应用（经济学）

宏观经济学：从宏观经济体制的两个极端来考虑，也就是一切生产

都由国家控制的计划经济和国家从不干涉的市场经济。

微观经济学：在经济分析中，每个行业根据市场上场上的数目；厂

商所生产的产品的差别程度；单个厂商对市场价格的控制程度；厂

商进入或退出一个行业的难易程度四个方面不同的市场结构特征，

将市场划分为完全竞争市场、垄断市场、垄断竞争市场和寡头市场。

其中前两者是市场的极限情况。

分析评价

本案例以刘徽割圆术以及《金刚川》电影的极限思维为引，融

合课程思政特色，激发学生的学习兴趣，让学生理解数列极限的同

时，能够发现和分析生活中的极限思想。宏观上，帮助学生探寻数

学知识中蕴含的人生哲理和辩证唯物观，提升学生的文化自信感和

民族自豪感，激发民族自尊心和爱国主义情感，培养学生的责任意

识，传承科学家的科学精神。微观上，让学生不忘初心，砥砺前行，

精益求精，无限接近，方锝始终，具备“水滴石穿”的精神，坚持

才能成功。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME003

案例标题 数列的极限

案例来源 原创

内容简介

我国数学家刘徽“割圆术”，割之弥细，失之弥少，割之又割以

至于不可割，则与圆合体而无所失矣。增加学生“四个自信”，对学

生进行爱国主义教育，并激发学生努力实现理想、实现自我价值的同

时，为实现中国梦而奋斗。培养学生量变到质变，大问题划分小问题

解决的辩证思维。培养学生刻苦专研的学习精神。

关 键 词 割圆术，量变，质变

编写时间 2021-6-29

编 著 者 刘敏，讲师，商洛学院

素材形式 文字、图片、表格等

育人主题 爱国情怀与科学精神

素材长度 1039

案例正文 1.刘徽，汉族，山东滨州人，魏晋时期伟大的数学家，中国古典

数学理论第一人，刘徽思想敏捷，方法灵活，既提倡推理，又主张直

观，他是中国最早明确主张用逻辑推理的方式来论证数学命题的人，

它虽然地位低下，但人格高尚，他提出牟合方盖、重差术、割圆术等

方法，在中国数学史上作出了极大的贡献，他的杰出代表《九章算术

注》和《海岛算经》是中国最宝贵的数学遗产。

图 1 刘徽

《九章算术》约成书于东汉之初，共有 246 个问题的解法。在许

多方面：如解联立方程，分数四则运算，正负数运算，几何图形的体

积面积计算等，都属于世界先进之列，但因解法比较原始，缺乏必要

的证明，而刘徽则对此均作了补充证明。在这些证明中，显示了他在

多方面的创造性的贡献。在开方开不尽的问题中提出“求徽数”的思

想，这方法后来与无理数根的近似值的方法一致，他是世界上最早提

出十进小数概念的人，并用十进小数来表示无理数的立方根。在代数

方面，他正确地提出了正负数的概念及其加减运算的法则；改进了线

性方程组的解法。

在几何方面，提出了”割圆术”，即将圆周用内接或外切正多边

形穷竭的一种求圆面积和圆周长的方法。他利用割圆术科学地求出了

圆周率π=3.14 的结果。刘徽在割圆术中提出的”割之弥细，所失弥
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少，割之又割以至于不可割，则与圆合体而无所失矣”，增加学生“四

个自信”，培养学生爱国主义精神，并激发学生努力实现理想、实现

自我价值的同时，为实现中国梦而奋斗.通过动画展示过程，培养学

生观察和分析能力，培养学生量变到质变，大问题划分小问题解决的

辩证思维.培养学生锲而不舍，刻苦专研的学习精神。

《海岛算经》一书中，刘徽精心选编了九个测量问题，这些题目

的创造性、复杂性和富有代表性，都在当时为西方所瞩目。

通过极限的起源和发展，了解数学极限的发展历程，体会国内外

数学家追求科学道路的艰辛，让学生深刻体会数学的科学性和严谨性

的同时，帮助学生形成思维严谨、工作求实的作风。

2.数列的极限中蕴藏着丰富的辩证思想. 数列{xn}中的每个 xn都
不是 a，反映了过程与结果相对立的一面；但取极限的结果又使 xn 转

化为 a，这又反映了过程与结果相统一的一面. 可见极限是利用有限

来认识无限的一种数学方法，同时也说明极限是有限与无限的对立统

一. 每个 xn都是极限 a的近似值，一般地，n越大近似程度就越好，

但无论 n多么大，xn总是 a的近似值，只有当 n无限变大时，近似值

xn才转化为 a，体现了近似与精确的对立统一以及量变与质变的对立

统一. 培养学生量变到质变，大问题划分小问题解决，对立统一的辩

证思维. 培养学生锲而不舍，刻苦钻研的学习精神.

分析评价

本案例介绍了刘徽的代表作《九章算术注》和《海岛算经》，它

们中国最宝贵的数学遗产，提升学生的文化自信和传承科学家的科学

精神。刘徽的割圆术——数列的极限中蕴藏着丰富的辩证思想。近似

与精确、量变与质变的对立统一。 培养学生量变到质变，大问题划

分程小问题解决，对立统一的辩证思维。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME004

案例标题 无穷小与无穷大、无穷小的比较

案例来源 原创

内容简介

案例以李白的唐诗中的意境引出无穷小概念，以墨子等人名言

中蕴涵的哲理等理解无穷小的性质，让学生深刻体会数学的科学

性和严谨性。

关 键 词 无穷小、无穷大、比较

编写时间 2021-6-27

编 著 者 黄丽琼讲师，数学与计算机应用学院

素材形式 文字

育人主题 文化自信与人文素养

素材长度 600

案例正文 1.李白的《黄鹤楼送孟浩然之广陵》

从孤帆渐行渐远，直至不见来体会极限为零的变量 .高等数

学里的无穷小量指的是极限为零的量，唐代诗人李白的“故人西

辞黄鹤楼，烟花三月下扬州。孤帆远影碧空尽，唯见长江天际

流”，意境深远，亦诗亦画。这首诗淋漓尽致地刻画了无穷小的

意境，“帆影”是一个随时间变化而趋于零的量。同学们在深度

理解无穷小量这个极重要的数学概念的时候，也许又体会到李

白送别友人时的依依不舍之情 .多种感官并用会使他们加深对

事物的理解与记忆，并感受到数学美所带来的愉悦。

2.墨子说：“有穷，或不容尺有穷；莫不容尺无穷也。”
墨子分析了“有穷”“无穷”的定义。墨子认为宇宙无边无际

，时间无始无终，含有无穷大的概念。

3.小和大的辩证关系：不以善小而不为，不以恶小而为之；

每个人的生活都是一件件小事组成的，养小德才能成大德。

思政元素：

1.增强“四个自信”，特别是文化自信，中华民族传统文化博

大精深 .通过实例的引入，让学生在深入理解无穷小量这个重要

的数学概念的时候，也许又体会到李白送别友人时的依依不舍

之情 .
2.不以善小而不为，不以恶小而为之；养小德才能成大德，

提高学生道德修养 .
3.在等价无穷小替换时需要注意的事项中，让学生深刻体

会数学的科学性和严谨性 .

分析评价 本案例以李白的唐诗中的意境引出无穷小概念，以墨子等人名

言中蕴涵的哲理等理解无穷小的性质，让学生深刻体会数学的科

学性和严谨性。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME005

案例标题 极限运算法则、两个重要极限

案例来源 原创

内容简介

本案例通过循序渐进的求函数极限例子的引入，进一步培养学

生勇于探索的精神。通过对极限运算法则适用范围的分析，培养学

生深刻体会数学的科学性和严谨性。从数学极限中的励志公式入

手，引导学生发现美好事物中蕴含的数学元素和哲学思想，让

美育和智育的相辅相成，培养学生热爱生活热爱学习的积极向

上的情感。

关 键 词 极限、运算法则、重要极限

编写时间 2021-06-27

编 著 者 黄丽琼讲师，数学与计算机应用学院

素材形式 文字

育人主题 探索精神与科学的精神、辩证思维与数学精神

素材长度 788

案例正文

证明下列函数的极限

2

1

1lim 2
1x

x
x






证明：注意函数在 1x  是没有定义的，但这与函数在该点

是否有极限并无关系.

当 1x  时 ，  
2 1 2 1

1
xf x A x
x


    


. 0  ， 要 使

 f x A   ，只要 1x   .那么如果要同学们求
2

1

1lim
1x

x
x




呢？

事实上呢，

 2
1

1 1

lim 11 1 1 1lim lim 2
1 1 1 1

x

x x

xx x
x



 

  
   



那么为什么能这么计算呢？这就是我们今天要学习的内容

：函数极限的运算法则.

当解题遇到困难和问题时，要抓矛盾的根源，对其进行化

解，将未知转化为已知，这样解题能力不断得到提升，生活中

也是，遇到困难时，要乐观面对，把它当作是锻炼和强大自己

的一个机会，找到问题的突破口，战胜困难，获得进步与提升.

思政元素：

1.通过循序渐进的求函数极限例子的引入，进一步培养学生勇于

探索的精神.



10

2.通过对极限运算法则适用范围的分析，培养学生深刻体会数学

的科学性和严谨性.

数列极限是高等数学的基础理论，它诠释的是永远跳动，

无限接近目标的过程 .就如同我们的理想，不忘初心，砥砺前行

，无限接近，方得始终 .

计算   3 6 51 0 .0 1 和  3651 0.01 的两个结果 37.8 和 0.03，并得出

结论：积跬步以至千里，积懒惰以致深渊 .每天努力一点点，一

年之后将收获巨大的成功；而每天懒惰一点点，将会被人远远

地抛在后面 .要时刻保持与时俱进，因为那些每天只比你努力一

点点的人，最终会将你远远甩开 .

思政元素：1.让学生巩固极限概念所蕴含的辩证法哲学思想

：“化复杂为简单”，“无限和有限、近似和准确、量变和质变”

等范畴的对立统一，“变”与“不变”不是绝对的，在一定条件下

，矛盾双方可以相互转化 .

2.本着“数学来源于实践、数学服务于实践”的理念，通过

实际问题的引入和分析，让学生感受数学知识的重要性，体会

数学的理性与严谨，激发学生学习兴趣 .

3.从生活素材入手，引导学生发现美好事物中蕴含的数学

元素和哲学思想，让美育和智育的相辅相成，培养学生热爱生

活热爱学习的积极向上的情感 .

分析评价

本案例通过循序渐进的求函数极限例子的引入，进一步培养学

生勇于探索的精神。通过对极限运算法则适用范围的分析，培养学

生深刻体会数学的科学性和严谨性。从数学极限中的励志公式入

手，引导学生发现美好事物中蕴含的数学元素和哲学思想，让

美育和智育的相辅相成，培养学生热爱生活热爱学习的积极向

上的情感。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME006

案例标题 函数的连续性与间断点

案例来源 原创

内容简介

本案例讨论函数的连续性与间断点的概念与性质。以王夫之的名言、

冯如和他的飞机之梦为思政元素，培养学生人文素养和辩证思维的同

时，让学生深刻体会数学的科学性和严谨性。

关 键 词 函数，连续性，间断点

编写时间 2021-06-29

编 著 者 刘敏，讲师，商洛学院

素材形式 文字、图片、表格等

育人主题 人文素养与科学精神

素材长度 895

案例正文 1.人贵有自尊之心，自立之举，自强之志.立志而圣则圣，立志

而贤则贤.志不立，天下无可成之事.---王夫之

王夫之，湖南衡阳人，是明末清初的思想家，与顾炎武、黄宗羲并称

明清之际三大思想家，其著有《周易外传》、《黄书》、《尚书引义》、

《永历实录》、《春秋世论》、《读通鉴论》等，其哲学思想主要为：反

禁欲主义，提倡不能离开人欲空谈天理；均天下，反专制；气一元论；

心物之辩等，其名言启示同学们坚定理想信念，持之以恒锤炼自己，

使自己成为社会主义接班人，引出函数连续与间断定义，基于连续与

间断的辩证关系，确定函数连续性的定义，培养学生人文素养和辩证

思维的同时，让学生深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助学生形成

良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的作风；培养学生持之以恒、

坚持不懈的品质精神。以古人名言名句唤起青年学子的爱国热情。

2.冯如和他的飞机之梦：冯如是我国杰出的科学家、第一个飞机

制造专家和飞行家.他出生于农民家庭，12 岁开始旅美生活.美国的工

业繁荣使他认识到，中国要富强，就必须要有先进工业.他省吃俭用，

大量购买机械学书籍刻苦自学，并于几年后开始了发明创造.1904
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年，俄日帝国主义为争夺中国东北三省爆发战争，给中国人民带来深

重灾难.冯如闻后立志为祖国制造飞机，并发誓：“苟无成，毋宁

死.”1906 年冯如在美国旧金山，向华侨募集了 1000 美元资金，与 9

位华侨青年助手，开始了飞机的研制工作.面对一次次失败和各方面

阻力，冯如毅然宣布“飞机不成、誓不回国”.在伟大理想的激励下，经

过艰苦设计、研究实践，冯如终于在 1909 年 9 月 21 日驾驶自制

的飞机翱翔在奥克兰的上空.它震惊了西方世界，在中国航空史上写

下了光辉的一页.之后，冯如谢绝美国的高薪延聘，回国创办了飞机

制造公司，致力于祖国的航空事业.直至 1912 年 8 月 15 日，于一

次飞机试飞中因故遇难，年仅 29 岁.

讨论：同学们根据冯如的故事，说一说理想和事业成功之间的关

系是什么？

结合学生现状和当今形势，鼓励学生努力实现理想.而实现理想

是一个长期的过程，需有持之以恒的恒心、坚韧不拔的毅力、坚定不

移的自信心，需具备持之以恒的意志品质.

分析评价 本案例讨论函数的连续性与间断点的概念与性质。以王夫之的名言、

冯如和他的飞机之梦为思政元素，培养学生人文素养和辩证思维的同

时，让学生深刻体会数学的科学性和严谨性。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME007

案例标题 连续函数的运算与初等函数的连续性、闭区间上连续函数的性质

案例来源 原创

内容简介

本案例结合生活实例，基于连续与间断的辩证关系，确定函数

连续性的定义，培养学生人文素养和辩证思维的同时，让学生

深刻体会数学的科学性和严谨性。

关 键 词 连续函数、运算、闭区间

编写时间 2021-06-27

编 著 者 黄丽琼讲师，数学与计算机应用学院

素材形式 文字

育人主题 人文精神与坚持品质、中国精神

素材长度 965

案例正文 1.“中华者，中国也.亲被王教，自属中国，衣冠威仪，

习俗孝悌，居身礼仪，故谓之中华.”

——南宋贳冶子解释《唐律疏议》

2.善心的传递

A城市：市政府为了方便市民，在大街上投放了八百辆自

行车.这些自行车没有上锁，任何人都可以骑，骑到目的地就

地摆放.一年以后，市政府重新清点自行车，发现八百辆自行

车一辆不少，有的还被翻修一新.

B城市：一家公司进行公益活动，在全市的交通岗亭投放

了三万把雨伞，供市民在遭遇大雨时无偿使用.条件只有一个

，即市民用完之后将雨伞在方便的时候交还给市内的任何一个

岗亭.一个月以后，这家公司重新清点雨伞，发现全市岗亭回

收的雨伞仅有六把.

思考：这两个案例说明了什么？

思政元素：

1.结合生活实例，基于连续与间断的辩证关系，确定函数

连续性的定义，培养学生人文素养和辩证思维的同时，让学生

深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习

惯、思维严谨、工作求实的作风；培养学生持之以恒、坚持不

懈的品质精神.

2.结合学生现状和当今形势，鼓励学生努力实现理想.而



14

实现理想是一个长期的过程，需有持之以恒的恒心、坚韧不拔

的毅力、坚定不移的自信心，需具备持之以恒的意志品质.

贵在有恒，成在有恒——非不能也，为不为也.

流沙河的《理想》

理想是石，敲出星星之火；

理想是火，点燃熄灭的灯；

理想是灯，照亮夜行的路；

理想是路，引你走到黎明.

饥寒的年代里，理想是温饱；

温饱的年代里，理想是文明.

离乱的年代里，理想是安定；

安定的年代里，理想是繁荣.

克雷洛夫说：“现实是此岸，理想是彼岸.中间隔着湍急的

河流，行动则是架在水上的桥梁”.那么如何去实现自己的理

想呢？

思政元素：

1.结合生活实例，基于连续函数的几个重要性质， 确定

函数零点定理和介值定理，培养学生人文素养的同时，让学生

深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习

惯、思维严谨、工作求实的作风；培养学生持之以恒、坚持不

懈的品质精神 .

2.结合学生现状和当今形势，鼓励学生努力提升自我价值 .

而在实践中创造有价值的人生，需走与人民群众相结合的道

路，走与社会实践相结合的道路；需具备持之以恒的意志品质 .

分析评价 本案例结合生活实例，基于连续与间断的辩证关系，确定函数

连续性的定义，培养学生人文素养和辩证思维的同时，让学生

深刻体会数学的科学性和严谨性。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME008

案例标题 导数的定义

案例来源 购买

内容简介

在讲授知识的同时，通过过介绍数学历史，培养学生严谨的科学精

神；融入“高铁精神”，体现了以爱国主义为核心的民族精神和以

自主创新为核心的时代精神，借此培养学生的自信心和自豪感。

关 键 词 导数、定义、极限

编写时间 2022-03-01

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字

育人主题

培养学生严谨的科学精神；融入“高铁精神”，体现了以爱国主义

为核心的民族精神和以自主创新为核心的时代精神，借此培养学生

的自信心和自豪感。

素材长度 案例正文中字符的数目

案例正文

理论知识 思政

元素

育人

目标
一、结合实际，情景导入

研究函数不仅要了解函数如何随自变量

变化而变化，还需要了解当自变量发生一定改

变时，因变量相应改变了多少及其随自变量变

化的快慢程度，这就是微分及导数研究的问

题.

导数和微分不仅是微分学的两个基本概

念，也是研究函数性质的基本方法.

思政元素

微积分发展史.

例如，对 2xy  求导数，根据牛顿的计算方法

有 ）（ xxyy  （1）

将 2xy  代入上式可得

2)(2 xxxy  （2）

xx
x
y



 2 （3）

x
x
y 2




（4）

① 介 绍

牛 顿 和

莱 布 尼

茨 创 立

微 积 分

他 们 并

没 有 准

确 定 义

导数，导

致 了 导

数 概 念

的 混 淆

不清，最

终 引 发

了 第 二

次 数 学

危机.

① 通 过

介 绍 数

学历史，

培 养 学

生 严 谨

的 科 学

精神.

引例 1变速直线运动的瞬时速度

设一质点在坐标轴上做非匀速直线运动，

时刻 t 质点的坐标为 s ， s 是 t 的函数，

② 以 我

国 高 铁

车 厢 内

②“高铁

精神”展

现 在 世
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)(tfs  ，求动点在时刻 t0的瞬时速度。

考虑比值
0

0

0

0 )()(
tt
tftf

tt
ss








，这个比值

是动点在时间间隔 0tt  内的平均速度.令

00  tt ，得动点在时刻 0t 的瞬时速度 v，即

0

0 )()(lim
0 tt

tftfv
tt 






思政元素

中国高铁精神.

引例 2 切线问题:割线的极限位置--切

线

设有曲线C及C上的一点M ，在点M 外

另取C上一点N ，作割线MN .当点N 沿曲线

C趋于点M 时，如果割线MN绕点M 旋转而

趋于极限位置MT，直线MT就称为曲线C在

点M 处的切线.

设 ),( 00 yxM ， ),( yxN ，于是割线MN的

斜率为

0

0

0

0 )()(tan
xx
xfxf

xx
yy










让 MN  取极限，得切线MT的斜率为

0

0 )()(limtan
0 xx

xfxfk
xx 







二、归纳总结，形成概念

导数的定义

函数在一点处的导数与导函数

从上面所讨论的两个问题看出，非匀速直

线运动的速度和切线的斜率都归结为如下的

极限

0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx 




即

x
xfxxf

x
y

xx 







)()(limlim 00

00
或

速 度 显

示 屏 为

切入点，

引 人如

何 求 瞬

时 速 度

问题.介

绍 “ 高

铁 精

神”，即

“ 科 学

求 实 、

相 容 并

蓄；自主

创 新 、

赶 超 一

流；忠诚

祖 国 、

拼 搏 奉

献.”

③ 借 导

数 的 定

义 式 可

人 面前

的是 一

道 靓 丽

的 风 景

线，让世

界惊叹!

集 中 体

现 了以

爱国 主

义 为 核

心 的 民

族 精神

和以 自

主 创 新

为 核 心

的 时代

精神，借

此 培 养

学 生 的

自 信 心

和 自 豪

感.

③ 通 过

内 涵 与

形 式 的

分析，

使 学 生

更 深 入

理 解 导

数 的 定
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定义 1 设函数 )(xfy  在点 0x 的某个邻

域内有定义，当自变量 x 在 0x 处取得增量

x (点 xx 0 仍在该邻域内)时，相应地，函

数 y取得增量 )()( 0xfxxfy  .如果 y

与 x 之比当 0x 时的极限存在，则称函数

)(xfy  在点 0x 处可导，并称这个极限为函数

)(xfy  在点 0x 处的导数，记为 )( 0xf  ，即

x
xfxxf

x
yxf

xx 









)()(limlim)( 00

000

也可记为 .)(,
00

0
xxxx

xx dx
xdf

dx
dyy




 或

导数定义的多种表达式

x
xfxxf

x
yxf

xx 









)()(limlim)( 00

000

h
xfhxf

h

)()(lim 00

0






0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx 






思政元素

导数定义的关键为函数在一点处的增量

与相应自变量的增量之比的极限，与增量所采

用的表现形式无关，即导数的定义式可以表现

为多种形式，但其本质是一样的.

三、尝试探究，深化概念

1关于导数的说明

（1）在实际中，需要讨论各种具有不同意

义的变量的变化“快慢”问题，在数学上就是

所谓函数的变化率问题.导数概念就是函数变

化率这一概念的精确描述.

思政元素

1669 年牛顿在他的《运用无穷多项方程

以 表 现

为 多 种

形式，教

育 学 生

看 待 事

物 不 能

只 看 表

象，更要

分 析 概

念 所 反

映 事 物

的本质，

内 涵 决

定形式，

而 不 是

形 式 决

定内涵.

④ 这 本

书 是 反

映 牛 顿

创 立 微

积 分 的

重 要 基

础.但这

本 书

1711 年

才出版.

事实上，

早 在

1666 年

他 就 完

成 该 书

的初稿，

之 后 不

断 修 改

完善，还

提 交 给

他 的 导

师 巴 罗

指导.

义.提高

学 生 正

确

认 识 问

题，科学

分 析 问

题 的 能

力.

④ 正 像

这 本 书

一样，牛

顿 一 生

中 所 有

的 研 究

成 果 和

发 明 创

造 都 是

他 亲 身

经 过 无

数 次 理

论验证，

确 凿 无

疑 才 发

表的.教

育 学 生

戒 骄 戒

躁，学习

牛 顿 严

谨 的 治

学态度，

刻 苦 钻

研、精益

求 精 的

科 学 精

神.
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的分析学》中给出了求一个变量对另一个变量

的瞬时变化率的普遍方法。

(2)如果极限
x

xfxxf
x 




)()(lim 00

0
不存

在，就说函数 )(xfy  点 0x 处不可导.

(3)函数 )(xfy  在开区间 I 内的每点处

都可导，就称函数 )(xf 在开区间 I 内可导，

这时，对于任一 Ix ，都对应着 )(xf 的一个

确定的导数值.这样就构成了一个新的函数，

称 为 )(xf 的 导 函 数 ， 记 作

dx
xdf

dx
dyxfy )(,),(, 或

即

h
xfhxf

x
xfxxfy

hx

)()(lim)()(lim
00










)( 0xf  与 )(xf  之 间 的 关

系:
0

)()( 0 xx
xfxf




导函数 )(xf  简称导数，而 )( 0xf  是 )(xf

在 0x 处的导数或导数 )(xf  在 0x 处的值.

定 义 2 ( 左 右 导 数 ) 如 果 极 限

h
xfhxf

h

)()(lim 00

0




存在，则称此极限值为函

数在 0x 的左导数.记为

h
xfhxfx

h
f )()(lim)( 00

0
0







如果极限
h

xfhxf
h

)()(lim 00

0




存在，则

称此极限值为函数在 0x 的右导数.记为

h
xfhxfx

h
f )()(lim)( 00

0
0







函数 )(xf 在 0x 处可导左导数 )( 0xf 


⑤ 如 果

)(xf 可

导左、右

导 数 都

存 在 且

相等.由

此，我们

可 以 想

到 成 语

“ 左 右

逢源”

⑥ 数 学

上 常 常

用 简 单

的 对 象

来 刻 画

复 杂 的

事物，这

里 用 曲

线 上 的

切 线 近

似 代 替

附 近 的

曲线，体

现 了 微

积 分 的

重 要 思

想 -- 以

直代曲

⑦ 连 续

与 可 导

借 助 极

⑤ 赏 识

广博，才

能 应 付

裕如.教

育 学 生

应 该 博

览群书，

涉 猎 广

泛，见多

识广，方

才 能 游

刃有余.

不 学 无

术 或 者

知 识 面

单一，是

不行的.

⑥ 以 直

代 曲 体

现 了

“ 近 似

与 精

确 ” 的

哲 学 原

理，为教

师 和 学

生 提 供

了 广 阔

的 思 维

空间，换

个 角 度

和 方 法
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和右导数 )( 0xf 


都存在且相等.

如果 )(xf 在开区间(a，b)内可导，且

)(bf 


和 )(af 


都存在，就说 )(xf 在闭区间

[a，b]上可导.
思政元素

先秦·孟轲《孟子·离娄下》:“资之深，

则取之左右逢其源.”

2导数的几何意义、物理意义

几何意义: )( 0xf  表示曲线 )(xfy  在点

))(,( 00 xfxM 处的切线的斜率，即

切线方程为 ))(( 000 xxxfyy 

法线方程为

)0)()((
)(

1
00

0
0 


 xfxx

xf
yy

特别是，若  )( 0xf ，则切线方程为

0xx  ， 法 线 方 程 为 0yy  ； 反 之 ， 若

0)( 0  xf ，则切线方程为 0yy  ，法线方程

为 0xx  .

思政元素

微积分重要思想--以直代曲.

物理意义:非均匀变化量的瞬时变化率.

例 如 变 速 直 线 运 动 的 瞬 时 速

度:
dt
ds

t
stv

t






 0

lim)( (位移对时间的导数).

例 如 交 流 电 路 电 流 强

度:
dt
dq

t
qti

t






 0

lim)( (电量对时间的导数).

3 可导与连续的关系

定理:可导一定连续，连续不一定可导.

证明略.

思政元素

“变”与“不变”的辩证关系.

四、巩固练习，拓展应用

限 建 立

了关系，

体 现 了

“ 变 ”

与 “ 不

变 ” 的

辩 证 关

系

⑧ 中 共

中 央 在

“ 十 四

五”规划

和 2035

远 景 目

标 建 议

中指出：

“ 我 们

现 在 处

在 新 发

展阶段、

要 有 新

发 展 理

念、要构

建 新 发

展 格 局

是 以 习

去 思 考

问题，必

将 柳 暗

花明.

⑦ 培 养

学 生的

辩 证 思

维 习

惯，潜移

默 化 中

强 调 唯

物 辩 证

法 在 认

识 客 观

世 界 中

的 重 要

性.

⑧ 通 过

导 数 的

定义，我

们 可 以

领 悟 到

要 善 于

发 现 各

种 变 量

之 间 的

变 化 关

系，从而

做 出 具
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4由定义求导数步骤

(1) 求增量 )()( 00 xfxxfy  ；

(2) 计算比值
x

xfxxf
x
y






 )()( 00 ；

(3) 求极限
x
yxf

x 



 00 lim)( .

例 1 求函数 Cxf )( (C为常数)的导数.

解

0lim)()(lim)(
00








 h

CC
h

xfhxfxf
hh

. 即

0C

例 2求
x

xf 1)(  的导数及 )1(f  .

解

h
xhx

h
xfhxfxf

hh

11

lim)()(lim)(
00









200

1
)(

1lim
)(

lim
xxhxxhxh

h
hh











1)()1(
1


x

xff

例 3 求等边双曲线
x

y 1
 在点( 2

2
1
，)处的

切线的斜率，并写出该点处的切线方程和法线

方程

解 2

1
x

y  ，所求切线及法线的斜率分

别为

4
11,4)1(

1
2

2
121 

 k
k

x
k

x

所求切线方程为 )
2
1(42  xy ，

即 044  yx .

所求法线方程为 )
2
1(

4
12  xy ，

即 01582  yx .

案例 1【飞机降落曲线的设计问题】

在研究飞机的自动着陆系统时，技术人员

近 平 总

书 记 为

核 心 的

党中央，

根 据 国

内 外 发

展 的 形

势 做 出

最 新 的

判断，形

势 的 发

展 就 是

形 势 发

生 了 变

化，是一

个 综 合

参 量 的

增量，我

们 要 根

据 变 化

的 快 慢

做 出 判

断，适应

形 势 的

发展，构

建 新 发

展 阶 段

的 新 的

理 念 和

新 的 格

局.

体 的 合

适 的 抉

择.领会

导 数 定

义 的 内

涵,用导

数 的 思

想 来 指

“ 导 ”

我 们 的

学习、工

作 和 生

活.
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需要分析飞机的降落曲线，根据经验，一架水

平飞行的飞机，其降落曲线是一条三次曲线.

已知飞机的飞行高度为 h，飞机的着陆点为原

点O，且在整个降落过程中，飞机的水平速度

始终保持为常数 v，出于安全考虑，飞机垂直

加速度的最大绝对值不得超过 10g ，其中 g
为重力加速度.(1)若飞机从 0xx  处开始降

落，试确定飞机的降落曲线;(2)求开始下降点

x所能允许的最小值.

案例 2【侦察机上摄像机转动的角速度问

题】

侦察机主要依靠其高速性能和加装电子

对抗装备来提高其生存能力.通常装有航空照

相机、前视或侧视雷达和电视、红外线侦察设

备，有的还装有实时情报处理设备和传递装

置，以及目前最先进的合成孔径雷达.摄影机

通过调整摄影角度来实现目标锁定，找出摄影

角度与侦察机离目标的水平距离的关系，借助

相关变化率知识，求导可得角速度。已知侦察

机在离地面 2km 的高度，以 200km/h 的速度飞

到某地面目标的上空，以便进行航空摄影，试

求该侦察机至该目标上方时摄像机转动的角

速度.

分析评价

本案例在讲授知识的同时，通过过介绍数学历史，培养学生严谨的

科学精神；融入“高铁精神”，体现了以爱国主义为核心的民族精

神和以自主创新为核心的时代精神，借此培养学生的自信心和自豪

感。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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由求变速运动的瞬时速度和求曲线上一点处的切线这两类实际问题

的现实原型在数学上都可归结为函数相对于自变量变化而变化的快
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案例正文 从 15 世纪初文艺复兴时期起，欧洲的工业、农业、航海事业

与商贾贸易得到大规模的发展，形成了一个新的经济时代.而十六世

纪的欧洲，正处在资本主义萌芽时期，生产力得到了很大的发展.

生产实践的发展对自然科学提出了新的课题，迫切要求力学、天文

学等基础科学的发展，而这些学科都是深刻依赖于数学的，因而也

推动了数学的发展.在各类学科对数学提出的种种要求中，下列两类

问题导致了微分学的产生：

1. 求变速运动的瞬时速度；

设一质点在坐标轴上作非匀速运动 时刻 t质点的坐标为 s s

是 t的函数 s=f(t)

求动点在时刻 t0的速度

考虑比值

0

0

0

0 )()(
tt
tftf

tt
ss









这个比值可认为是动点在时间间隔 t=t0内的平均速度

如果时间间隔选较短 这个比值在实践中也可用来说明动点在

时刻 t0的速度 但这样做是不精确的 更确地应当这样 令 t

t00 取比值 0

0

( ) ( )f t f t
t t



的极限 如果这个极限存在 设为 v 

即

0

0)()(lim
0 tt

tftfv
tt 


 ，
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这时就把这个极限值 v称为动点在时刻 t0的速度

2. 求曲线上一点处的切线.

设有曲线 C及 C上的一点 M 在点 M外另取 C上一点 N 作割

线 MN 当点 N沿曲线 C趋于点 M时 如果割线ＭＮ绕点Ｍ旋转而

趋于极限位置 MT 直线ＭＴ就称为曲线Ｃ有点Ｍ处的切线

设曲线 C就是函数 y=f(x)的图形 现在要确定曲线在点

M(x0, y0)(y0=f(x0))处的切线 只要定出切线的斜率就行了 为此 在

点 M外另取 C上一点 N(x, y) 于是割线 MN的斜率为

0

0

0

0 )()(tan
xx
xfxf

xx
yy









当点 N沿曲线 C趋于点 M时 xx0 如果当 x 0 时 上式的

极限存在 设为 k  即

0

0)()(lim
0 xx

xfxfk
xx 




存在 则此极限 k 是割线斜率的极限 也就是切线的斜率 这

里 于是 通过点M(x0, f(x0))且以 k 为斜率的直线 MT便是曲线 C在

点 M处的切线 这两类实际问题的现实原型在数学上都可归结为函

数相对于自变量变化而变化的快慢程度，即所谓函数的变化率问题.
牛顿从第一个问题出发，莱布尼茨从第二个问题出发，分别给出了

导数的概念.
分析评价 由求变速运动的瞬时速度和求曲线上一点处的切线这两类实际

问题的现实原型在数学上都可归结为函数相对于自变量变化而变化

的快慢程度，即所谓函数的变化率问题，体现出统一性。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME010

案例标题 高阶导数

案例来源 购买

内容简介

介绍在动力学中的另外两个物理量急动度、痉挛度,让学生了

解研究高阶导数不仅是理论上的需要在实际中也有所应用，同时利

用前沿知识,鼓励学生探索。在教学活动中创设真实问题情境,使学

生主动参与课堂,才能真正培养学生的高阶思维能力，让学生学会

思考,学会质疑，发展学生的科学素养。

关 键 词 高阶导数

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 高阶思维能力，让学生学会思考,学会质疑，发展学生的科学素养。

素材长度 1310

案例正文

一、结合实际，情景导入

函数 )(xfy  的导数 )(xfy  仍然是 x的函数，从理论上讲，

我们自然会想对导函数可以继续计算导数，那么这样得到的结果有

什么实际的意义吗？

本节我们将讨论如何计算函数的高阶导数，并推导出一些函数

的 n阶导数的计算公式，为后面学习泰勒公式打下基础。

在中学物理中我们学习过速度和加速度的概念，那么有同学听

到过急动度和痉挛度的概念吗？

引例 变速直线运动 )(tss 

速度
dt
dsv  ,即 sv 

加速度 )(
dt
ds

dt
d

dt
dva  即 )(  sa

急动度 ))(()(
dt
ds

dt
d

dt
d

dt
dv

dt
d

dt
daj  即 ))((  sj

痉挛度 )))((())(()(
dt
da

dt
d

dt
d

dt
d

dt
da

dt
d

dt
d

dt
da

dt
d

dt
djh 

即 )))(((  sh

加速度随时间的变化率称为急动度。当物体受到恒定加速度，

表明物体会受到稳恒力，如果这个力突然改变,人们将感到不舒服,

甚至是疼痛，如当小汽车尾部遭到撞击时，加速度会突然改变。汽

车工程师采用急动度作为评判乘客不舒服程度的指标。人们可以测

量位置,看见速度，感觉加速度，厌恶急动度。
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痉挛度是急动度相对于时间的导数，即位矢对时间的四阶导

数，也有人把它称为加加加速度。在前沿理论，如混沌理论、超弦

理论中有所涉及。

二、归纳总结，形成概念

高阶导数的概念

一般地，函数 )(xfy  的导数 )(xfy  仍然是 x的函数，我们

把 )(xfy  的 导 数 叫 作 )(xfy  的 二 阶 导 数 ， 记 作

2

2

2

2 )(,),(
x
xfd

dx
ydyxf 或

相应地，把 )(xf  称为函数 )(xfy  的一阶导数，所以一阶导数

的导数叫二阶导数。

类似地，二阶导数的导数称为三阶导数，三阶导数的导数称为

四阶导数，…， 1n 阶导数的导数称为 n阶导数,分别记作：

n

n

n

n
nn

dx
xfd

dx
ydyxf

dx
ydyxf

dx
ydyxf )(,)()( )()(

4

4
)4()4(

3

3

或，；；，，；，， 

如果函数 )(xf 在点 x处具有 n阶导数，那么函数 )(xf 在点 x的某一

邻域内必定具有一切低于 n阶的导数。二阶及二阶以上的导数统称

为高阶导数。

思政元素

高阶思维。

三、尝试探究，深化概念

高阶导数的运算法则

设函数u和 v具有 n阶导数，则

（1） )()()()( nnn vuvu 

（2） )()()( nn CuCu 

莱布尼茨公式）

）（

(

!
)1()1(

!2
)1()(3

)()(

0

)()()(

)2()1()()(

kkn
n

k

k

n

nkkn

nnnn

vu

uvvu
k

knnn

vunnvnuvuuv

C 



















思政元素

莱布尼茨与中国文化：17 世纪德国的卓越哲学家、数学家莱布尼茨

（1646-1716），生活的年代（清顺治三年至康熙五十五年）正值中
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国清朝统治时期的康熙时代，那时有一批欧洲传教士在中国传教,

他们把西方的一些科学知识带入中国,也陆续把中国的许多传统文

化传入西方，莱布尼茨对中国文化的浓厚兴趣持续于他的一生，他

数十年如一日，坚持不懈地开展中西文化交流。

四、巩固练习，拓展应用

例题

例 1 设 xy sin 求 )(ny 。

解 )
2

sin(cos 
 xxy

)
2

2sin()
22

sin(
2

cos( 
 xxxy ）

)
2

3sin()
2

2cos( 
 xxy



).
2

sin()(sin)
2

sin( )()( 
 nxxnxy nn ，即

用类似方法，可得 ).
2

cos()(cos )( 
 nxx n

例 2 求函数 y=x
n
(n∈N+)的 n 阶导数。

解 ；1)(  nn nxxy

；21 )1()(   nn xnnnxy

.0
!12)2)(1(2)2)(1(y

)2)(1())1((

)2()1(

)()1(

32


















nn

nn

nn

yy
nnnnyxnnn

xnnnxnny

；；

；

；

例 3 求函数 y=��的 n 阶导数.

解

).)(

)(
)(
)(

)()( Nneey

eey
eey
eey

xnxn

xx

xx

xx









（

；

；

；



案例【高阶导数在分离重力叠加异常中的研究及应用】

随着物探找矿的推进,找矿的难度越来越大,如何从复杂的叠加的

弱信息中将我们需要的有用信息提取出来，是一件亟待解决的问

题.可以通过模拟、分析、总结重力高阶导数在分离叠加中的异常,
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应用到实际资料的处理中,利用重力高阶导数不同半径的交点比较

准确地确定出矿体的边界位置,同时与钻孔验证的结果基本一致,

目前已经取得了良好的应用效果.

分析评价

本案例介绍在动力学中的另外两个物理量急动度、痉挛度,让学生

了解研究高阶导数不仅是理论上的需要在实际中也有所应用，同时

利用前沿知识,鼓励学生探索。在教学活动中创设真实问题情境,使

学生主动参与课堂,才能真正培养学生的高阶思维能力，让学生学

会思考,学会质疑，发展学生的科学素养。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME011

案例标题 高阶导数

案例来源 原创

内容简介

高阶导数是高等数学与实际问题相联系的一个重要桥梁，

它为解决生活中的一些实际问题提供了重要方法，正所谓理论

来源于生活又服务于生活.

关 键 词 导数；高阶导数

编写时间 2021-3-1

编 著 者 黄丽琼讲师，数学与计算机应用学院

素材形式 文字等

育人主题 科学精神，爱国情怀，探索精神

素材长度 1434

1.莱布尼茨是最早接触中华文化的欧洲人之一，曾经从一

些曾经前往中国传教的教士那里接触到中国文化，之前应该从

马可·波罗引起的东方热留下的影响中也了解过中国文化.法

国汉学大师若阿基姆·布韦(Joachim Bouvet，汉名白晋，1662

－1732年)向莱布尼茨介绍了《周易》和八卦的系统.在莱布尼

茨眼中，“阴”与“阳”基本上就是他的二进制的中国版.他曾

断言：“二进制乃是具有世界普遍性的、最完美的逻辑语言”.

如 今 在 德 国 图 林 根 ， 著 名 的 郭 塔 王 宫 图 书 馆

(Schlossbibliothek zu Gotha)内仍保存一份莱氏的手稿，标

题写 着“1与0，一切数字的神奇渊源.”

2.其手稿标题全文是：《1 与 0，一切数字的神奇渊源.……

这是造物的秘密美妙的典范，因为，一切无非都来自上帝.》，

而且莱布尼茨自己写给若阿基姆·布韦的信中莱布尼茨写到的

是：“第一天的伊始是 1，也就是上帝.第二天的伊始是 2，……

到了第七天，一切都有了.所以，这最后的一天也是完美的.

因为，此时世间的一切都已经被创造出来了.因此它被写作

‘7’，也就是‘111’(二进制中的 111 等于十进制的 7)，而

且不包含 0.只有当我们仅仅用 0 和 1 来表达这个数字时，才

能理解，为什么第七天才完美，为什么 7 是神圣的数字.特别

值得注意的是它(第七天)的特征(写作二进制的 111)与三位

一体的关联.

3.郭书春在《古代世界数学泰斗刘徽》一书461页中称：

“中国有所谓《周易》创造了二进制的说法，至于莱布尼兹受

《周易》八卦的影响创造二进制并用于计算机的神话，更是广

为流传.事实是，莱布尼兹先发明了二进制，后来才看到传教

士带回的宋代学者重新编排的《周易》八卦，并发现八卦可以

用他的二进制来解释.”以此为由，认为并不是莱布尼茨看到

阴阳八卦才发明二进制.梁宗巨著《数学历史典故》(1995年出

版)一书14  18页对这一历史公案亦有此说.

4.胡阳、李长铎在《莱布尼茨发明二进制前没有见过先天

图吗——对欧洲现存17世纪中西交流文献的考证》通过对欧洲

现存17世纪中西交流文献的研究考证，否定了莱布尼茨在发明
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二进制以后才见到先天图的说法.先天图在莱布尼茨发明二进

制之前，已被斯比塞尔称之为二进制.

5.有关莱布尼茨二进制与中国古代典籍《易经》关系问题

的讨论。涉及如何看待近代中西文化的各自特质以及它们之间

的相互作用问题.虽然二进制只是一种算术记数法和计数法，

但它实际上是特定文化(包括数学、语言、符号、逻辑和哲学

等)的产物.现有观点中的一个明显不足是把与二进制相关的

概念、理论(原理、符号等)的形成与发展看作是单因素的、一

次性完成的结果，又把二进制与《易经》哲学和卦图的相互作

用关系看作是“全或无”的关系，从而忽视了概念、理论的形

成和变化过程，也容易导致两种极端的判断.

因此，立足于近代中西文化交流的大背景，从概念与认知

分析入手，能够把莱布尼茨二进制思想的形成过程置于近代中

西文化交流所编织的概念网络系统之中，进而梳理出莱布尼茨

在秉承西方近代数学概念的同时，如何通过获取和吸纳《易经

》概念资源而实现概念的创造性转换的脉络.我们看到，除了

莱布尼茨个人的独创性的伟大贡献外，近代意义上的二进制实

际上是“中西合璧”的产物.

思政元素：

1.高阶导数是高等数学与实际问题相联系的一个重要桥

梁，它为解决生活中的一些实际问题提供了重要方法，正所谓

理论来源于生活又服务于生活.期待我们新一代大学生既能用

科学的理论知识武装好自己的头脑，又能把这些科学的理论知

识转化为生产力，造福我们的祖国，为中华民族的伟大复兴贡

献自己的一份力量.

2.莱布尼茨个人的独创性的伟大贡献外，近代意义上的二

进制实际上是“中西合璧”的产物.

分析评价

本案例高阶导数是高等数学与实际问题相联系的一个重要桥

梁，它为解决生活中的一些实际问题提供了重要方法，正所谓

理论来源于生活又服务于生活.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处

https://baike.baidu.com/item/%E4%B8%AD%E8%A5%BF%E5%90%88%E7%92%A7/1821560
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案例编号 AME012

案例标题 微分中值定理

案例来源 购买

内容简介

通过罗尔等数学家的自学成才的学习经历，引导正确对待学

习，培养学生自主学习的习惯和学习能力。引导学生用数学的眼光

去观察、分析、解决生活中的问题，通过在生活中用数学，增强学

生对数学价值的体验，强化学生应用数学的意识。

关 键 词 罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题

引导学生用数学的眼光去观察、分析、解决生活中的问题，通过在

生活中用数学，增强学生对数学价值的体验，强化学生应用数学的

意识。

素材长度 1229

案例正文

一.结合实际，情境导入

2013 年 2 月 5 日，江苏正式启用了高速公路机动车全程区间测

速系统，当前已经在全国各地普及，区间测速通过在同一路段两个

相邻的监控点架设两台摄像机，建立监控抓拍系统，对道路卡点监

测区域内所通行的车辆进行两次实时监控，计算两个相邻测速监控

点之间的路段(测速区间)的平均速度。

如果能够得到路程和时间的一个函数关系，就可以求出在任何

时间段内的平均速度，并且能够得到在该时间段内肯定有某一时刻

的速度等于平均速度.

将这个问题用数学语言来描述就是:设从时刻 a开始到时刻b，路程

函数是 )(tss  ，速度函数是 )(tvv  ，已知 s在 ],[ ba 上连续， ),( ba 内

可导，则至少会存在某一时刻 )6(  a 的瞬时速度 )()(  sv  正

好等于这一时间段的平均速度
ab
asbs


 )()(

，即

ab
asbssv





)()()()( 

在数学上通常会把实际问题抽象出来，升华到数学理论，从而

去解决更多的实际问题，以上结论指出了函数在某一区间上的平均

变化率和中间某一点瞬时变化率(即一个函数在一个区间上的整体

的性质和中间某一点的局部性质)的关系，即
ab
asbss




 )()()( ，

这就是我们通常所说的中值定理.

思政元素

数学与生活.

二.自然过渡，引出定理

1罗尔定理
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如果函数 )(xfy  满足下列三个条件:(1)在闭区间 ],[ ba 上连

续;

(2) 在开区间 ),( ba 内可导;

(3) )()( bfaf  .

则至少存在一点 ),( ba ，使 0)(  f .从几何角度分析定理

条件的含义:

条件(1)、(3)表明曲线 )(xfy  是平面上一条以两个同高度的

点 ))(,( afaA 、 ))(,( bfbB 为端点的连续曲线，条件(2)是说曲线在

),( ba 内处处有不平行于 y轴的切线，结论是说在开区间 ),( ba 内部

必至少有一点，使得曲线 )(xfy  在该点的切线平行于 x轴，从而

平行于弦 AB .一句话，平面上一条

以两个同高度的点为端点的连续曲线处处有不平行于 y轴的切线

时，其线内至少有一点，其切线平行于 x轴.

注:(1)罗尔定理的结论也可以叙述为:方程 0)( xf 在 ),( ba 内

至少有一个实根.

（2）定理的三个条件作为一个整体是结论成立的充分不必

要条件.

思政元素

数学家罗尔

2拉格朗日中值定理

罗尔定理的条件(1) (2)很重要且具有一般性，但条件(3)比较

苛刻，函数一般不满足它，从而限制了定理的应用。如果去掉条件

(3)，罗尔定理的结论会发生什么变化?拉格朗日给出了回答.

拉格朗日中值定理如果函数 )(xfy  满足下列两个条件:

(1)在闭区间 ],[ ba 上连续；

(2)在开区间 ),( ba 内可导

则至少存在一点 ),( ba ，使

ab
afbff




 )()()( 或 ))(()()( abfafbf   .
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分析如图示:设有连续函数 )(xfy  ，a与b是它定义区间内的

两点且 ba  ，函数在 ),( ba 内处处可导，也就是在 ),( ba 内的函数图

形上处处都有不平行于 y 轴的切线，从图形上知道，比值

ab
afbf

x
y






 )()(

，就是割线 AB 的斜率，把割线 AB 作平行于自身

的移动，那么至少有一次机会达到一点 )( xP 处成为曲线的切线，

而曲线的斜率为 )(f  ,由于切线与割线是平行的，因此成立

ab
afbff




 )()()(

由拉格朗日中值定理可得到以下推论:

推论 1 若 )(xf 在 ),( ba 内恒有 0)(  xf ，则 Cxf )( ，

),( bax ;

推 论 2 若 在 ),( ba 内 恒 有 )()( xgxf  ， 则

),(,)()( baxCxgxf  .

思政元素

数学家拉格朗日.

3 柯西中值定理

对拉格朗日中值定理再进一步推广，可得到柯西中值定理

如果函数 )(xf 与 )(xg 满足下列条件:

(1)在闭区间 ],[ ba 上连续;

(2)在开区间 ),( ba 内可导;

(3) ),(,0)( baxxg  .

则在 ),( ba 内至少存在一点 ，使得
)(
)(

)()(
)()(




g
f

agbg
afbf








.

思政元素

数学家柯西

注:(1) ba  时，柯西中值定理的结论仍成立;

(2)如果取函数 xxg )( ，柯西中值定理就变成拉格朗日中值定
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理了，所以柯西中值定理是拉格朗日中值定理的推广，罗尔中值定

理是拉格朗日中值定理的特殊情况.拉格朗日中值定理是中值定理

的核心定理，故称之为微分学中值定理。

三.巩固练习，拓展应用

思政元素

习近平新时代中国特色社会主义思想与以往党的理论创新成

果是一脉相承、继承和发展的.

应用 1【证明方程根的存在性】

例 1设 0a ， 1a ，…， na ，为满足 0
132

31
0 



n
aaaa n 的实

数，证明方程 02
210  n

nxaxaxaa  在 )1,0( 内至少有一个实

根.

证明 设 0
132

)( 13221
0 


 nn x
n
axaxaxaxf  , 则 )(xf 在

]1,0[ 上 连 续 ， 在 )1,0( 内 可 导 ， 且 0)0( f ，

0
132

)1( 21
0 



n
aaaaf n ，由罗尔定理，至少有一个 )1,0(

使

0)( 2
210  n

naaaaf  

即方程 02
210  n

nxaxaxaa  在 )1,0( 内至少有一个实根.

应用 2【证明不等式】

例 2证明:当 0x 时， xx
x
x




)1ln(
1

.

证明 设 )1ln()( xxf  ，显然 )(xf 在区间 ],0[ x 上满足拉格朗

日中值定理的条件，根据定理，就有

)0)(()0()(  xffxf  )0( x 

即




1
)1ln( xx

又由 x 0 有: xx
x
x




)1ln(
1

.

应用 3【证明等式】.

例 3证明:
2

arccosarcsin 
 xx ， ]1,1[x .
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证明 令 xxxf arccosarcsin)(  ，则

0)
1

1(
1

1)(
22








xx

xf

由拉格朗日中值定理可知 Cxf )( ，又由于

2
0arccos0arcsin)0( 
f

即
2


C ，从而

].1,1[,
2

arccosarcsin  xxx 

同理可证
2

cotarctan 
 xarcx

例 4设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导

)0( a ，证明在 ),( ba 内至少存在一点 ，使得

)()()]()([2 22  fabafbf  .

证明 令 2)( xxF  ，则 )(xf 、 )(xF 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，

且 02)(  xxF .

由柯西定理，有 ),( ba 使
)(
)(

)()(
)()(




F
f

aFbF
afbf








即 )()()]()([2 22  fabafbf  .

分析评价

通过罗尔等数学家的自学成才的学习经历，引导正确对待学习，培

养学生自主学习的习惯和学习能力。引导学生用数学的眼光去观

察、分析、解决生活中的问题，通过在生活中用数学，增强学生对

数学价值的体验，强化学生应用数学的意识。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME013

案例标题 微分中值定理

案例来源 原创

内容简介

通过将相关的数学史、数学家（罗尔、拉格朗日、柯西）故事

适时、适量、适当地引入课堂，使学生体会到现成结论背后的“火

热的思考”， 以数学家的精神品质感染学生.引导学生坚定理想信

念，树立正确的世界观、人生观、价值观，培养学生不畏艰难、勇

于克服困难的良好精神品质，严谨的求学态度.

关 键 词 费马引理，罗尔定理，拉格朗日定理，柯西中值定理

编写时间 2021-9-3

编 著 者 杨燕，副教授，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 不畏艰难、勇于克服困难的良好精神品质，严谨的求学态度.

素材长度 1088

案例正文 一、罗尔定理

为应用方便，先介绍费马（Fermat）引理

费马引理 设函数 )(xf 在点
0x
的某邻域 )( 0xU 内有定义 并且

在 0x 处可导 如果对任意 )( 0xUx  有 )()( 0xfxf  (或 )()( 0xfxf  ) 那

么 0)( 0
' xf 

证明：不妨设 )( 0xUx 时， )()( 0xfxf  （若 )()( 0xfxf  ，可以类似

地 证明）.于是对于 )( 00 xUxx  ,有 )()( 00 xfxxf  , 从而当

0x 时,

0)()( 00 


x

xfxxf
; 而当 0x 时, 0

)()( 00 



x

xfxxf
;

根据函数 )(xf 在 0x 处可导及极限的保号性的得

  )()( 0
'

0
' xfxf 0

)()(
lim 00

0





 x
xfxxf

x

  )()( 0
'

0
' xfxf 0)()(lim 00

0





 x
xfxxf

x
，所以 0)( 0

' xf , 证毕.

定义 导数等于零的点称为函数的驻点(或稳定点，临界点).

罗尔定理 如果函数 )(xf 满足：

在闭区间 ],[ ba 上连续 （2）在开区间 ),( ba 内可导 （3）在区间端

点处的函数值相等，即 )()( bfaf   那么在 ),( ba 内至少在一点

)( ba   使得函数 )(xf 在该点的导数等于零，即 0)(' f .

几何意义：对于在 ],[ ba 上每一点都有不垂直于 x轴的切线，且

两端点的连线与 x轴平行的不间断的曲线 )(xf 来说，至少存在一点

C，使得其切线平行于 x轴.
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C

A B

从图中可以看出：符合条件的点出现在最大值和最小值点。

说明：

1.若罗尔定理的三个条件中有一个不满足, 其结论可能不成

立;

2.使得定理成立的点可能多于一个，也可能只有一个.

2.拉格朗日（Lagrange）中值定理

在罗尔定理中，第三个条件为(iii) )()( bfaf  ，然而对一般

的函数，此条不满足，现将该条件去掉，但仍保留前两个条件，这

样，结论相应地要改变，这就是拉格朗日中值定理：

定理 2：若函数满足：

(i) )(xf 在 ],[ ba 上连续 ；

(ii) )(xf 在 ),( ba 上可导；

则在 ),( ba 内至少存在一点，

使得
ab
afbff




 )()()( 。

即 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b ax¢- = -

若此时，还有 )()( bfaf  ，
0)(  f 。可见罗尔中值定理是拉格朗日中值定理的一个特殊情

况，因而用罗尔中值定理来证明之。

注 1：拉格朗日中值定理是罗尔中值定理的推广；

2：定理中的结论，可以写成
))(()()( abfafbf   )( ba   ，

由定理还可得到下列结论：

推论 1：如果 )(xfy  在区间 I 上的导数恒为 0，则 )(xf 在 I 上
是一个常数。

三、柯西中值定理

定理 3：若 )(),( xFxf 满足：

(1) 在 ],[ ba 上连续； (2) 在 ),( ba 内可导； (3) ( , )x a b 
( ) 0F x  ,则在 ),( ba 内至少存在一点，使得

)()(
)()(

)(
)(

aFbF
afbf

F
f










。

注：柯西中值定理是拉格朗日中值定理的推广，事实上，令

-

2

-

1

1 2

-0.7

5

-0.

5

-0.2

5

0.2

5

0.
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0.7

5

a b
1 2 x
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o

)(xfy 
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xxF )( ，就得到拉格朗日中值定理；

思政元素：

1.通过介绍罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理之间的关

系，让学生理解唯物辩证法的联系观点，明白事物之间是普遍联系

的，把握定理之间的内在联系，才能更好的理解和应用定理。

2.介绍著名数学家（罗尔、拉格朗日、柯西）的个人成就和主要贡

献，以数学家的精神品质感染学生.引导学生坚定理想信念，树立

正确的三观，培养学生不畏艰难、勇于克服困难的良好品质，和对

数学严谨的求学态度及坚持不懈的钻研精神.

分析评价 本案例通过将相关的数学史、数学家（罗尔、拉格朗日、柯西）故

事适时、适量、适当地引入课堂，使学生体会到现成结论背后的“火

热的思考”， 以数学家的精神品质感染学生.引导学生坚定理想信

念，树立正确的世界观、人生观、价值观，培养学生不畏艰难、勇

于克服困难的良好精神品质，严谨的求学态度.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处

米歇尔·罗尔

1652 年 4 月 21 日－

1719 年 11 月 8 日），

是法国数学家。他著

名 的 有 罗 尔 定 理

（1691 年）。

约瑟夫·拉格朗日

（1736~1813），法国著

名数学家、物理学家。他

在数学、力学和天文学三

个学科领域中都有历史

性的贡献，其中尤以数学

方面的成就最为突出。

柯西

(1789—1857)，法国数学

家、物理学家、天文学家。

在数学领域有很高的建树和

造诣。很多数学定理和公式

都以他的名字命名，如柯西

不等式、柯西中值定理。

https://baike.baidu.com/item/%E5%94%AF%E7%89%A9%E8%BE%A9%E8%AF%81%E6%B3%95
https://baike.baidu.com/item/%E6%B3%95%E5%9B%BD/1173384
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6/1210991
https://baike.baidu.com/item/%E7%89%A9%E7%90%86%E5%AD%A6%E5%AE%B6/2353
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6/107037
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6
https://baike.baidu.com/item/%E7%89%A9%E7%90%86%E5%AD%A6%E5%AE%B6/2353
https://baike.baidu.com/item/%E5%A4%A9%E6%96%87%E5%AD%A6%E5%AE%B6
https://baike.baidu.com/item/%E6%9F%AF%E8%A5%BF%E4%B8%8D%E7%AD%89%E5%BC%8F/212423
https://baike.baidu.com/item/%E6%9F%AF%E8%A5%BF%E4%B8%8D%E7%AD%89%E5%BC%8F/212423
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案例编号 AME014

案例标题 泰勒公式

案例来源 原创

内容简介

将相关的数学史、数学家（泰勒和麦克劳林）故事适时、适量、

适当地引入课堂，使学生体会到现成结论背后的“火热的思考”，

以数学家的精神品质感染学生。

关 键 词 数学史，泰勒公式，麦克劳林公式

编写时间 2021-6-29

编 著 者 刘敏，讲师，商洛学院

素材形式 文字、图片、表格等

育人主题 科学精神

素材长度 1329

案例正文

1.在俄国革命期间，数学物理学家塔姆外出找食物，在靠近敖

德萨的乡间被反共产主义的保安人员逮捕.保安人员怀疑他是反乌

克兰的共产主义者，于是把他带回总部.

头目问：你是做什么的？塔姆：我是一位数学家.

头目心存怀疑，拿着枪，手指扣着扳机，对准他.手榴弹也在他

的面前晃动.

头目说：现在我给你一个函数做泰勒展开，到第 n 项之后，你

就把误差项算出来.如果你算对了，就放你一条生路，否则就立刻枪

毙.于是塔姆手指发抖，战战兢兢地慢慢计算，当他完成时，头目看

过答案，挥手叫他赶快离开，就这样塔姆逃过了一劫.塔姆在 1958

年获得诺贝尔物理奖，但是他从未再遇到这位非凡的头目.但是他在

讲授微积分课程时，每次讲到泰勒定理时就会顺便说起这件事.

2.泰勒（1685-1731）泰勒是 18 世纪早期英国牛顿学派最优秀

的代表人物之一，主要著作《正的和反的增量方法》.泰勒真正闻名

于世的就是他在微积分学中的将函数近似成多项式函数的定理，即

泰勒定理.然而，在半个世纪里，数学家们并没有认识到泰勒定理的

重大价值，直到拉格朗日才真正地发现了它的价值所在.拉格朗日认

为这个定理是微积分的基本定理，并且给出了它的余项表达式.而泰

勒定理的严格证明是由一个世纪之后的柯西来完成的.泰勒公式主

要是用多项式函数来逼近相对较复杂的函数：当遇到较难研究的函

数时，可以用看似不够 “精干”但相对来说比较“平易近人”且研

究比较透彻的多项式函数来近似讨论.

3. 麦克劳林（1698-1746）——苏格兰数学家，著名物理学家、

数学家牛顿的学生.麦克劳林是一位牧师的儿子，半岁丧父，9 岁

丧母。由其叔父抚养成人。叔父也是一位收师。麦克劳林是一个神

童，为了当牧师，他 11 岁考入格拉斯得大学学习神学，但入校不

久便对数学产生了浓厚的兴趣，一年后转攻数学。17 岁取得了硕

士学位,19 岁担任阿伯丁大学的数学教授并主持该校马里歇尔学

院数学的工作，两年后被选为英国皇家学会会员，1722--1726 年

在巴参从事研究工作，并在 1724 年因写了物体碰撞的杰出论文而

荣获法国科学院资金，回后任爱丁堡大学校授，1719 年，麦克劳

林在访问伦敦时见到了牛预，从此便成为牛顿的门生，1724 年，
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由于牛顿的大力推荐，他继续获得教授席位，麦克劳林 21 岁时发

表了第一本重要著作《构造几何)，在这本书中描述了作圆锥曲线

的一些新的巧妙方法，精辟地讨论了圆锥曲线及高次平面曲线的种

种性质.1742 年撰写的《流数论》以泰勒多项式作为基本工具，是

对牛顿的流数法作出符合逻辑的、系统解释的第一本书.他得到数

学分析中著名的麦克劳林级数展开式.并用待定系数法给予证明.

4.通过历史故事讲解，提高学生的兴趣，激起学生的好奇心，

然后逐步将学生带进本节内容理论知识上.并且以”数学可以救

命”这种幽默诙谐的方式引导学生数学学习的重要性.通过几位数

学家对泰勒定理研究的时间线介绍，数学家们经过 200 多年时间才

真正的搞明白.揭示科学发展的曲折历程，帮助学生树立科学品质，

培养探索精神和良好的科学精神.使学生领悟到生活中可借助已有

的简单工具和方法来解决比较复杂问题的智慧，生活不是只有直线，

一条路走不通时可以转弯，总能到达理想彼岸.

分析评价

本案例将相关的数学史、数学家（泰勒和麦克劳林）故事适时、

适量、适当地引入课堂，使学生体会到现成结论背后的“火热的思

考”，以数学家的精神品质感染学生.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处



40

案例编号 AME015

案例标题 泰勒公式

案例来源 原创

内容简介

泰勒公式主要是用多项式函数来逼近相对较复杂的函数：当遇

到较难研究的函数时，可以用研究比较透彻的多项式函数来近似讨

论，使学生领悟到生活中可借助已有的简单工具和方法来解决比较

复杂问题的智慧，生活不是只有直线，一条路走不通时可以转弯，

总能到达理想彼岸.
关 键 词 泰勒公式，麦克劳林公式，余项

编写时间 2021-9-4

编 著 者 杨燕、副教授，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 借助已有的简单工具和方法来解决比较复杂问题

素材长度 1009

案例正文 多项式是函数中最简单的一种，用多项式近似表达函数是近似

计算中的一个重要内容，泰勒公式就是一个应用广泛，精度更高的

近似公式。

泰勒中值定理：如果函数 )(xf 在 0x 的某个开区间 ),( ba 内具有

直到 )1( n 阶的导数，则当 ),( bax 时， )(xf 可表示为 )( 0xx  的一

个 n次多项式 )(xPn 和一个余项 )(xRn 之和：

20
0 0 0 0

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2!

f xf x f x f x x x x x


     

( )
0

0
( ) ( ) ( )
!

n
n

n
f x x x R x
n

   (1)

其中

1
0

)1(

)(
)!1(

)()( 





 n
n

n xx
n
fxR  （介于 0x 与 x之间） (2)

注 1：（1）式称为 )(xf 按 )( 0xx  的幂展开到 n阶的 Taylor 公

式， )(xRn 的表达式（2）称为 Lagrange 型余项；

2：当 0n 时（1）变为： ))(()()( 00 xxfxfxf   （介
于 0x 与 x之间），这就是 Lagrange 公式；即泰勒中值定理是拉格朗

日中值定理的推广.

皮亚诺型余项 ))(()( 0
n

n xxxR   ， （3）

3：取 00 x ， )(xf 的麦克劳林公式
( )

2(0) (0)( ) (0) (0) ( )
2! !

n
n

n
f ff x f f x x R x

n


      （4）

由此得到近似公式：
( )

2(0) (0)( ) (0) (0)
2! !

n
nf ff x f f x x

n


    

例 1求 xexf )( 的 n阶麦克劳林公式。

解：
xn exfxfxfxf  )()()()( )(
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1)0()0()0()0( )(  nffff  ，

又 xn exf  )()1( 所以

)10(
)!1(

)()( 1)1( 


  


 n
x

n
xn x

n
exRexf

，

令代入（4）式得：

)10(
)!1(!!2

1 1
2




  


n
xn

x x
n
e

n
xxxe 

。

由这个公式可知，若把 xe 用它的n次近似多项式表达为
2

1
2! !

n
x x xe x

n
    

所产生的误差为

11( ) (0 1)
( 1)! ( 1)!

xx
nn

n
e eR x x x
n n



   
 

  

例如取 1x  ，得到

1 11 1
2! !

e
n

    

其误差

3
( 1)! ( 1)!n
eR

n n
 

  。
610 2.718282 10n e  ， ，其误差不超过 。

例 2 求极限 30

- sinlim
 x

x x
x

的值。

解：写出sin x的四阶泰勒公式：
3

4sin ( )
3!
xx x x   ，代入极

限式得
3

4

3 30 0

-[ ( )]- sin 13lim lim
  6x x

xx x xx x
x x



 

 
 

思政元素：泰勒公式主要是用多项式函数来逼近相对较复杂的函

数：当遇到较难研究的函数时，可以用研究比较透彻的多项式函数

来近似讨论，使学生领悟到生活中可借助已有的简单工具和方法来

解决比较复杂问题的智慧，生活不是只有直线，一条路走不通时可

以转弯，总能到达理想彼岸.

分析评价

泰勒公式主要是用多项式函数来逼近相对较复杂的函数：当遇到较

难研究的函数时，可以用研究比较透彻的多项式函数来近似讨论，

使学生领悟到生活中可借助已有的简单工具和方法来解决比较复

杂问题的智慧，生活不是只有直线，一条路走不通时可以转弯，总

能到达理想彼岸.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME016

案例标题 函数的单调性

案例来源 购买

内容简介

通过案例，学生学会在处理问题能够使复杂问题简单化、抽象问题

具体化，培养学生善于运用数形结合分析问题的能力；用数学诠释

生活将数学语言和符号书写在人们的日常生活中。

关 键 词 函数；单调性；判别方法

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题

讲中国故事，传播中国声音，弘扬人与自然和谐相处理念。体现中

国综合国力、自主创新能力和勇创世界一流的民族志气，提升学生

的民族自豪感，最终培养学生解决实际问题的能力。

素材长度 1030

案例正文 一、温故知新，引出新课

函数单调性

让同学们观察单调函数的导数的符号.

分组讨论：能否用导数的符号判别函数的单调性呢？尝试用拉

格朗日中值定理进行探索.

单调增加： 0)(  xf

单调减少： 0)(  xf

抽查讨论结果并讲评.

分析：假设 )(xf 在 ],[ ba 上连续， ),( ba 内可导， ，， ],[21 baxx 

且 ，21 xx  在 ][ 21 xx， 运用拉格朗日中值定理得

))(()()( 1212 xxfxfxf  

因为 ，012  xx

若在 ),( ba 内恒有 0)(  xf ,则 ，0)(  f 于是 ，0)()( 12  xfxf

即函数 )(xf 单调增加；

若在 ),( ba 内恒有 0)(  xf ,则 ，0)(  f 于是 ，0)()( 12  xfxf

即函数 )(xf 单调减少.

思政元素

数形结合的思想.

二、归纳总结，给出定理

单调性判别定理
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定理 1 设函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，在开区间 ),( ba 内可

导，则有

（1）若在 ),( ba 内 ，0)(  xf 则 )(xf 在 ],[ ba 上单调增加；

（2）若在 ),( ba 内 ，0)(  xf 则 )(xf 在 ],[ ba 上单调减少.

注记

（1）定理中的闭区间换成其他各种区间（包括无穷区间），结

论仍然成立.

（2）若在 ),( ba 内 ，0)(  xf ，或 ]0)([  xf 但等号只在个别点处

成立，则也有相应结论.

例 1 判定函数 xxy sin 在 ],[  上的单调性.

解 因为在 ],[  内 ，0cos1  xy 且等号仅在 0x 处成

立，所以函数 xxy sin 在 ],[  上单调增加.

函数单调性应用——证明不等式

不等式证明通常比较困难，其原因在于证明不等式的方法虽很

多，但各种方法通常都不具一般性.利用拉格朗日中值定理可以证

明不等式，但该方法要求所证不等式能写成某个函数的增量的形

式，因而也不够一般性.利用函数的单调性，可建立一种不等式证

明的较一般的方法.

例 2 证明对任何实数 x，有 .1 xe x 

证明 令 .1)(,1)(  xx exfxexf 则

当 0x 时, ,0)(  xf ， f 单调增加，故 ；)0()( fxf 

当 0x 时, ,0)(  xf ， f 单调减少，故 ；)0()( fxf  又因为 ，0)0( f

所以当 0x 时， )0()( fxf  恒成立，即 .1 xe x  而当 0x 时，

.1 xe x  所以对任何实数 .1, xex x 有

思政元素

数学与生活.

①利用导数判断函数的单调性，是导数几何意义在研究曲线变化规

律时的重要应用，充分体现了数形结合的思想，我国著名数学家华

罗庚曾说过：“数形结合百般好，隔裂分家万事休.”

②生活中经常会有许多关于“单调”的说 法，例如常有人说：“我

的生活好单 调.”其实表达的就是生活中没有波折，每天都是一个
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样，没有做到多姿多彩.

③同一个函数，随着自变量的变化，呈现出不同的单调 性，成语

“否极泰来”和 “乐极生悲 ”都是生活中单调性改变的生动说明.

分析评价 通过案例，学生学会在处理问题能够使复杂问题简单化、抽象问题

具体化，培养学生善于运用数形结合分析问题的能力；用数学诠释

生活将数学语言和符号书写在人们的日常生活中。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME017

案例标题 函数的极值与最值

案例来源 购买

内容简介

讲解极值存在的必要和充分条件，以及求函数的单调区间和极值的

步骤，并举例说明，通过生活中单调性和极值的应用，教育学生响

应总书记号召，做到好学乐学，把学习放在重要位置，坚持学习，

积沙成塔，积跬步以致千里.

关 键 词 函数；极值；最值；判别方法

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题

讲中国故事，传播中国声音，弘扬人与自然和谐相处理念。体现中

国综合国力、自主创新能力和勇创世界一流的民族志气，提升学生

的民族自豪感，最终培养学生解决实际问题的能力。

素材长度 1030

案例正文 深化概念，定义极值

函数极值的定义

定义 1 设 )(xf 在 0x 的某领域 ),( 0 xU 内有定义.

若对任意 ),( 0 xUx 内有 ),()( 0xfxf  则称 )(xf 在点 0x 取得极大值

；)( 0xf 若对任意 ),( 0 xUx 内有 ),()( 0xfxf  则称 )(xf 在点 0x 取得

极小值 ).( 0xf

函数的极大值与极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的

点称为极值点.

极值的说明：

(1)极值是一个局部概念，是局部的最值，而最值是个整体概念，

一个函数不仅可有多个不等的极大值和极小值，而且极小值还可以

大于极大值，而最大值、最小值都只能是唯一的，且最值点有可能

是区间的端点.

函数的极值点只能是函数定义区间内部的点，区间的端点不会

是函数极值点.

思政元素

极值不是最值，定义告诉我们“人外有人，天外有天”.

(2)可能取得极值的点有导数等于零的点(驻点)和导数不存在
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的点(不可导点).

驻点：使 0)(  xf 的点 x称为函数 )(xf 的驻点.

定理 2 (极值存在的必要条件)设函数 )(xf 在 0x 处可导，且在

点 0x 处取得极值，那么 .0)( 0  xf

证 明 不 妨 设 0x 为 极 大 值 点 ， 即 在 0x 的 某 邻 域 内 有

).)(()( 00 xxxfxf  因此有

当 ,0)()(

0

0
0 





xx
xfxfxx 时， 有

；0)()()(
0

0
0 lim

0











xx
xfxfx

xx
f

当 ,0)()(

0

0
0 





xx
xfxfxx 时， 有

；0)()()(
0

0
0 lim

0











xx
xfxfx

xx
f

又 )(xf 在 0x 处可导，即 ),()( 00 xx ff 


 故 .0)( 0  xf

同理，对于 0x 为极小值点的情形也可类似证明.

定理 3 (判别极值的第一充分条件)

设函数 )(xf 在点 0x 连续，且在点 0x 的某一去心邻域 ),( 0 xU 内

可导.

(1)若 ),( 00 xxx  时， ),(,0)( 00  xxxxf 时 ,0)(  xf 则

)(xf 在点 0x 处取得极大值；

(2)若 ),( 00 xxx  时， ),(,0)( 00  xxxxf 时 ,0)(  xf 则

)(xf 在点 0x 处取得极小值；

(3)若 )(xf  在 ),( 0 xUx 内不改变符号，则 )(xf 在点 0x 处不取

得极值.
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注记 函数判别极值的第一充分条件优点是既可判别驻点的极

值性，也可判别导数不存在的点的极值性.

求函数的单调区间和极值的步骤：

（1）写出定义域，计算导数 ；)(xf 

（2）求出 )(xf 的全部驻点和不可导点；

（3）以上述点为分界点，列表讨论（考察 )(xf  的符号在每个

驻点和不可导点的左右邻近的情况，以便确定该点是否是极值点）；

（4）确定出函数的单调区间和所有极值.

定理 4 (判别极值的第二充分条件)

设函数 )(xf 在点 0x 处有二阶导数，且 ,0)(,0)( 00  xfxf 则

(1) 如果 ,0)( 0  xf 则 )(xf 在点 0x 处取得极大值；

(2) 如果 ,0)( 0  xf 则 )(xf 在点 0x 处取得极小值；

(3) 当 0)( 0  xf 时， )(xf 在点 0x 处可能取得极值也可能不取得

极值.

例 3 求 )5()( 3
2

 xxxf 的极值和单调区间.

解 定义域为（ − ∞，∞），计算导数

.
3

105)3102(
3
1)5x

3
2)(

3
3
1

3
2

3
1

x
xxxxxxxf 




（

令 0)(  xf 得 ,2x 另有 )(xf  不存在的点 .0x

列表讨论
x (-∞,0) 0 (0,2) 2 (2,+∞)

)(xf  +

不

存

在

- 0 +

)(xf ↗

极

大

值

↘
极小

值
↗

综上， )(xf 在(一∞，0]和［2，+∞)单调增加，在[0，2]单调

减少，在 0x 处取得极大值 ,0)0( f 在 2x 处取得极小值
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)2(f 3 43 .

例 4 求函数 693)( 23  xxxxf 的极值.

解 定义域为(一∞，+∞)，计算导数

)1(6)(),3)(1x3963)( 2  xxfxxxxf （ 令 0)(  xf 得

两个驻点 .1,3 21  xx

因为 ,012)3( f 所以 21)3( f 为极大值；

因为 ,012)1( f 所以 11)1( f 是极小值.

注记 判别极值的第二充分条件优点是应用简便，只需通过驻

点处的二阶导数的符号便可确定可能极值点的极值性；缺点是使用

范围有限，对 )()(0)( xfxfxf  及、 同时不存在的点不能使用.

案例【坦克的破甲弹破甲深度问题】

99 式主战坦克的破甲弹击毁装甲目标，观察破甲弹的内部剖面

图，破甲弹头螺的长度影响破甲弹的破甲深度，当头螺长度过小时，

炸弹爆炸产生的金属射流还没能达到有效的速度和温度，起不了多

大作用，头螺长度过大时，会随着金属射流拉长而逐渐断裂.也就是

说，随着头螺长度的变化，破甲弹的破深经历了先增加后降低的过

程，像这种由增到减或者由减到增的转折点都蕴含着非常丰富的内

涵.求解破甲弹有利头螺长度与口径比值的问题，实际上就可以转化

为求函数极大值点的问题.

分析评价 讲解极值存在的必要和充分条件，以及求函数的单调区间和极值的

步骤，并举例说明，通过生活中单调性和极值的应用，教育学生响

应总书记号召，做到好学乐学，把学习放在重要位置，坚持学习，

积沙成塔，积跬步以致千里.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME018

案例标题 函数的极值和最值

案例来源 原创

内容简介

比较极值和最值的概念，让学生明白要认识事物的真相和全

貌必须超越狭小的范围，摆脱主观成见。人生之路，起起落落是

必经之路，是成长的需要，低谷和顶峰只是我们人生路上的一个

转折点，告诉学生在跌入低谷时不气馁，甘于平淡不放任，伫立

高峰不张扬，有宽阔的胸襟。

关 键 词 极大值，极小值，驻点

编写时间 2021-9-12

编 著 者 杨燕，副教授，商洛学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 人生低谷时不气馁，高峰时不张扬，始终充满正能量

素材长度 1476

案例正文

通过《题西林壁》这首诗引入极值的概念，给抽象的数学课

堂注入一缕诗情画意。

北宋文学家苏轼在《题西林壁》中写道：“横看成岭侧成峰，

远近高低各不同，不识庐山真面目，只缘身在此山。”描绘的是

庐山随着观察者角度不同，呈现出不同的样貌。庐山的山岭连绵

起伏，就像函数取到极值的情况，极大值在山顶取得，极小值在

山谷取得。
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一、函数的极值

定义 1：设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域 )( 0xU 上有定义，若对

)( 0xUx


 有 )()( 0xfxf  ，（ )()( 0xfxf  ）则称 0x 是 )(xf 的极

大值点（极小值点）， )( 0xf 就是 )(xf 的极大值（极小值）。

函数的极大值与极小值统称为函数的极值 使函数取得极值

的点称为极值点

说明：函数的极大值和极小值概念是局部性的 如果 )( 0xf 是

函数 )(xf 的一个极大值 那只是就 0x 附近的一个局部范围来说

)( 0xf 是 )(xf 的一个最大值 如果就 )(xf 的整个定义域来说 

)( 0xf 不一定是最大值 对于极小值情况类似

思政元素：人生之路，起起落落是必经之路，是成长的需要，

我们要在跌入低谷时不气馁，甘于平淡不放任，伫立高峰不张扬，

有宽阔的胸襟，要学会用运动的观点看问题，低谷和顶峰只是我

们人生路上的一个转折点。要认识事物的真相和全貌必须超越狭

小的范围，摆脱主观成见。

极值与水平切线的关系 在函数取得极值处 曲线上的切线

是水平的 但曲线上有水平切线的地方 函数不一定取得极值.

由费马引理可得

定理 1（极值的必要条件）： 若函数 )(xf 在 0x 点可导，且 0x

点取得极值，则 0)( 0  xf 。

注： 1、一般地， )(xf  在 0xx  处有 0)( 0  xf ，就称 0x 为 )(xf

的驻点或稳定点，上定理 1 即是可导函数的极点必为驻点。

2、驻点未必是极点，及例： 3)( xxf  在 x =0 处的情况。

3、定理 1 只对可导函数而言，对导数不存在的点，函数也可

能取及极值。
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案例正文

例： )(xf =∣x∣，在 x=0 点的导数不存在，但取得极小值。

如何判别 )(xf 在 x0点取得极值，有下二个定理：

定理 2（第一充分条件），若函数 )(xf 在 )( 0xU 内可导，且

0)( 0  xf 。

1) 若当 0xx  时 ,0)(  xf 而 0xx  时 ,0)(  xf 则 )( 0xf 是极

大值。

2) 若当 0xx  时 ,0)(  xf 而 0xx  时 ,0)(  xf 则 )( 0xf 是极

小值。

3) 若当 0xx  及 0xx  时均有 0)(  xf （或均有 0)(  xf ），

则 )( 0xf 不是极值。

注：定理条件改为：若函数 )(xf 在 )( 0xU


可导（ )( 0xf  可以

不存在），其他条件不变定理也成立。

求极值的步骤：

1）求出导数 )(xf  ；

2）求出 )(xf 的全部驻点和不可导点；

3）按照定理 2 考察每个驻点和不可导点左右两侧导数的符

号，确定是否为极值点。

求出各极值点处的函数值，即得 )(xf 的全部极值。

例 1 求函数 3 2)1()4()(  xxxf 的极值

解 (1) f(x)在 (  )内连续  除 x1 外处处可导  且

3 13
)1(5)(



x
xxf 

(2)令 f (x)0 得驻点 x1 x1 为 f(x)的不可导点
(3)列表判断

x ( 1) 1 (1 1) 1 (1 )

f (x)  不可导  0 

f(x) ↗ 0 ↘
3 43

↗

(4)极大值为 f(1)0 极小值为 3 43)1( f 
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当 )(xf 在驻点处的二阶导数存在且不为零时，则有以下定理：

定理 3（第二充分条件）设 )(xf 在 0x 的某邻域内一阶可导，

在 0x 处具有二阶导数，且 0)( 0  xf ， 0)( 0  xf ，那么

1）若 0)( 0  xf ，则 )(xf 在 0x 点取得极大值；

2）若 0)( 0  xf ，则 )(xf 在 0x 点取得极小值。

定理3 表明 如果函数 f(x)在驻点 x0处的二导数 f (x0) 0 那么该

点 x0 一定是极值点 并且可以按二阶导数 f (x0)的符来判定 f(x0)

是极大值还是极小值 但如果 f (x0)0 定理 3 就不能应用。

例 2 求函数 2 3( ) ( 1) 1f x x   的极值。

解： 2 2 2 2( ) 3( 1) 2 6 ( 1)f x x x x x     ，令 ( ) 0f x  ，可得

0, 1, 1x x x    ； 2 2( ) 6( 1)(5 1)f x x x   

由于 (0) 6 0f    ，由定理 3 可知 )(xf 在 0x 处取得极小值，

极小值为 0；

由于 ( 1) (1) 0f f    ，定理 3 不能应用，但是 ( )f x 在 1x  

处左右两值不变号，所以由定理 2 可知， )(xf 在 1x 处没有极

值。

思政元素：在实际工作生活中，大到一个国家、一个单位、

一个部门、小到一个人的一生，本质上都是在追求极大或者最大

值，通过学习极值和最值，让学生明白在学习和生活中，当取得

一点点成绩的时候，千万不要骄傲自满，因为天外有天，人外有

人，踏踏实实做事儿，谦虚谨慎做人.

分析评价

本案例介绍极值和最值的概念，让学生明白要认识事物的真相和

全貌必须超越狭小的范围，摆脱主观成见。人生之路，起起落落

是必经之路，是成长的需要，低谷和顶峰只是我们人生路上的一

个转折点，告诉学生在跌入低谷时不气馁，甘于平淡不放任，伫

立高峰不张扬，有宽阔的胸襟。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME019

案例标题 函数曲线的凹凸性

案例来源 原创

内容简介

本案例介绍函数曲线凹凸性的几何及代数判别方法的同时，讲

中国故事，传播中国声音，弘扬人与自然和谐相处理念，展现中国

人逢山开路、遇水架桥的奋斗精神，体现中国综合国力、自主创新

能力和勇创世界一流的民族志气，提升学生的民族自豪感，最终培

养学生解决实际问题的能力。

关 键 词 函数；曲线的凹凸性；判别方法

编写时间 2021-03-22

编 著 者 程国副教授，数学与计算机应用学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

讲中国故事，传播中国声音，弘扬人与自然和谐相处理念。体现中

国综合国力、自主创新能力和勇创世界一流的民族志气，提升学生

的民族自豪感，最终培养学生解决实际问题的能力。

素材长度 2030

案例正文

（一）创设情境、兴趣导入

播放港珠澳大桥视频（1分钟）。

图 1 港珠澳大桥

大桥跨越伶仃洋海域中华白海豚栖息地，为了保护白海豚，大桥的

其中一段 A需要建成曲线的形状；另外为了保证大桥 120 年的使用

寿命，需要使得海水的流向与桥墩的方向保持一致，避免桥墩产生

损害，大桥的另外一段 C也被设计成了曲线的形状。

思政元素：讲中国故事、传播中国声音，激发学生的民族自豪感，

感受“中国力量”和“中国智慧”。

提出问题：下图中缺失部分 B如何设计？

图 2

（二）分析问题——几何分析、归纳方法
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要解决所提出的的问题，需要将弯曲的大桥抽象出来，放在二

维平面中，通过观察，发现单调性已不足以表示曲线的几何形态，

此时引入凹凸性概念——描述曲线的弯曲方向。

图 2 曲线的切线与弦

1.如何用数学的方法刻画函数凹凸性？

2.借助教具，先从简单易懂的几何方法入手，即直线与曲线的位置

关系，启发学生思考。

3.根据学生讨论，教师总结——几何方法：

(1)切线与曲线的位置关系：若曲线光滑，即函数可导，则对于向下

凹的曲线，其上任意一点处的切线均在曲线的下方；反之，对于向

上凸的曲线，其上任意一点处的切线均在曲线的上方。

(2)弦与曲线的位置关系：对于向下凹的曲线，在曲线上任取两点，

联结这两点的弦总位于这两点间曲线的上方；反之，对于向上凸的

曲线，在曲线上任取两点，联结这两点的弦总位于这两点间曲线的

下方。

（三）分析问题——数形结合、概念讲授

定义 1：设 f(x)在区间 I上连续 如果对 I上任意两点 x 1 x 2 恒有

1 2 1 2( ) ( )( )
2 2

x x f x f xf  


那么称 f(x)在 I 上的图形是 (向上 )凹的 (或凹弧 )；如果恒有

1 2 1 2( ) ( )( )
2 2

x x f x f xf  
  则称 f(x)在 I上的图形是(向上)凸的(或

凸弧)

定义 2：设函数 yf(x)在区间 I上连续 如果函数的曲线位于其上任
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意一点的切线的上(下)方，则称该曲线在区间 I上是凹(凸)的。

定义 3：连续函数曲线上凹凸的分界点称为曲线的拐点。

定理 2 设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续 在(a b)内具有一阶和二阶导数，则

(1)若在(a b)内 ( ) 0f x   则 ( )f x 在[ , ]a b 上的图形是凹的；

(2)若在(a b)内 ( ) 0f x   则 ( )f x 在[ , ]a b 上的图形是凸的。

证明：只证(1) 设 21  , xx [a b]，且 x1x2，记
2

21
0

xxx 
 ，由拉格朗日中

值公式，得

2
)())(()()( 21

101101
xxfxxfxfxf    011 xx  

2
)())(()()( 12

202202
xxfxxfxfxf    220 xx  

两式相加并应用拉格朗日中值公式得

2
)]()([)(2)()( 12

12021
xxffxfxfxf  

0
2

))(( 12
12 




xxf   21   

即 )
2

(
2

)()( 2121 xxfxfxf 


  所以 f(x)在[a b]上的图形是凹的

注：定理对于不是闭区间也成立。

思政元素：严密的科学思维方法。

1.引导学生画微信“笑脸”“哭脸”表情图，并给出数学版的“笑脸”“哭

脸”模型。

图 3 笑脸(左)与哭脸(右)
2.教师凝练记忆口诀:

判断曲线凹凸性， 二阶导数来确定。

正为凹性负为凸， 拐点把那凹凸分。

3.教师设置例题学生课堂练习，求解函数的凹凸区间与拐点。观察

每个小组的练习情况， 进行批阅指导；教师点评分析给出规范解题
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步骤。

【例 1】 判定曲线 y= xln 的凹凸性。

解：函数的定义域为 ),0(  ， 2

1'',1'
x

y
x

y 

当 x>0 时 0'' y ，故 y=lnx在 ),0(  内是向下凹的。

【例 2】 判断曲线 3xy  的凹凸性

解 y3x 2 y6x  由 y0 得 x0，

当 x<0 时 y<0 所以曲线在( 0]内为凸的

当 x>0 时 y>0 所以曲线在[0 )内为凹的

4. 教师凝练判断凹凸性的“五步法”

“定范围、求导数、找疑点、列表看、去验证”。

【例 3】 求曲线 y3x 44x 31 的拐点及凹、凸的区间

解 (1)函数 y3x 44x 31 的定义域为( )

(2) 23 1212 xxy   )
3
2(362436 2  xxxxy 

(3)解方程 y0 得 01x 
3
2

2 x 

(4)列表判断

( ,0) 0 (0, 2 3) 2/3 (2 3 + )，

( )f x + 0 - 0 +

( )f x ∪ 1 ∩ 11/27 ∪

在区间( 0]和[2/3 )上曲线是凹的 在区间[0 2/3]上曲线是凸

的 点(0 1)和(2/3 11/27)是曲线的拐点

5.教师讲解两种可疑点未能成为拐点的情形。

【例 4】 讨论曲线
1xy
x


 的凹凸性及拐点。

解：由 3

2y
x

  可知没有二阶导数为零的点。函数的定义域为

( ,0) (0, )   讨论如下：

当 ( ,0)x  时， 0y  ，曲线的凸的；

当 (0, )x  时， 0y  ，曲线的凹的；

由于 0x  不在定义域内，所以曲线无拐点。
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【例 5】 问曲线 4y x 是否有拐点？

解： y4x 3，y12x 2。令 0y  ，得 0x  ；当 x 0 时 y>0 在

区间( )内曲线是凹的， 因此曲线无拐点。

【例 6】 求曲线 3y x 的拐点．

解： 3y x 在 ),(  内连续．

当 0x 时， 3
5

3
2

9
2  ,

3
1 

 xyxy ；

当 0x 时， 0y ， yy , 不存在．

但 是 0x 是 y 不 存 在 的 点 ， 把 定 义 域 分 成 两 个 区 间 ：

( ,0), (0, )  。在 )0,( 内 0y ，曲线是凸的，在 ),0(  内 0y ，

曲线是凹的，所以 )0,0( 是曲线的拐点。

（四）解决问题——理论联系实际

1.缺失大桥形状设计需要考虑的因素驾驶员的安全舒适性、美观性。

2.要求大桥曲线光滑——对应数学上的可导。通过对已知桥面做曲

线拟合，判断出未知桥面曲线应为一阶导单调递增的曲线，即二阶

导大于零，利用凹凸性判定法对曲线拟合可知缺失段应该设计成凹

弧。但凹弧并不唯一，可以设计出很多具有不同弯曲程度的凹弧，

指出下节课要讲的知识点，曲线的弯曲程度——曲率。

图 4 问题的解决

3. 教师讲述港珠澳大桥建设中的一个故事：2017 年 5 月 2 日，重达

6000 吨的沉管隧道最后接头将海底隧道连为一体，意味着港珠澳大

桥主体工程即将全线贯通。然而面对返回的测量数据 16 厘米的误差

让总工程师林鸣决定重新安装最后一节沉管，虽然这个误差是在大

桥安装的容错范围内，又经过了四十二个小时的重新安装，误差被

降低到 2.5 毫米。

思政元素：重大科技进展的背后都需要扎实的基础理论作支撑，鼓

励学生认真学习文化知识，为祖国的科技发展贡献力量。
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思政元素：“立鸿鹄志，做奋斗者，求真学问，练真本领，为我们国

家的科技发展贡献出自己的一份力量。”

（五）课堂小结

1. 用思维导图对本节课的知识进行梳理。

2. 请学生继续收集和凹凸性有关的实际案例，让学生体会到生活中

的数学无处不在，激发学生在生活中思考数学的热情。

分析评价

本案例介绍函数曲线凹凸性的几何及代数判别方法的同时，讲

中国故事，传播中国声音，弘扬人与自然和谐相处理念，展现中国

人逢山开路、遇水架桥的奋斗精神，体现中国综合国力、自主创新

能力和勇创世界一流的民族志气，提升学生的民族自豪感，最终培

养学生解决实际问题的能力。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME020

案例标题 函数的凹凸性与拐点

案例来源 购买

内容简介

数学作为重要的基础科学，与生活联系密切，与文学等其他学

科也有相互映衬.引导学生在学习过程中，把知识融会贯通，欣赏

数学之美；鼓励学生做任何事情一方面要排除逻辑矛盾，另一方面

要研究事物自身所固有的矛盾。

关 键 词 函数；凹凸性；判别定理

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字

育人主题

引导学生在学习过程中，把知识融会贯通，欣赏数学之美；鼓励学

生做任何事情一方面要排除逻辑矛盾，另一方面要研究事物自身所

固有的矛盾。

素材长度 1079

案例正文

一．结合实际，情境导入

把两个鸡蛋叠放在一起，如下图，大概率是上面的鸡蛋会掉下

来摔碎，那么能不能实现呢?答案是肯定的，把两个鸡蛋看做一个

系统，如果能达到平衡点，则大功告成，“双蛋系统”之所以能够

达到平衡，需要巧妙应用鸡蛋表面的凹凸.

在 2020 年年初，新冠肺炎疫情肆虐之时，报道中经常会提到

“拐点”，何为拐点?带着这些问题，我们来学习函数的凹凸性和

拐点的相关知识

“疫情拐点”到底是什么意思?如何让“拐点”尽快到来? 新冠肺

炎疫情在不断刷新，人们期盼疫情能早日得到控制。

思政元素

新冠肺炎疫情传播与控制中有不少问题都可以通过数学思想和方

法进行研究和说明，如疫情的拐点、感染人数比例计算原则、几何

传播、传染病微分方模型等，我们要学好数学知识，并用它来服务

生活.

二.归纳总结，形成概念

1.凹凸的定义

下面两条曲线均为单调增加，说说它们的区别.

弧在弦的下方 弧在弦的上方
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�
�1 + �2

2
<

1
2

[� �1 + � �2 ]

�
�1 + �2

2
>

1
2

[� �1 + � �2 ]

定义 1 设�(�)在区间 I上连续，如果对 I上任意两点�1,�2恒有

�
�1 + �2

2
<

� �1 + �(�2)
2

那么称�(�)在 I上的图形是凹的(或凹弧);如果恒有

�
�1 + �2

2
>

� �1 + � �2

2
那么称�(�)在 I上的图形是凸的(或凸弧)。

三、尝试探究，深化概念

如何借助导数判断曲线的凹凸性呢？

函数�(�)在[�, �]内可导，它对应曲线是凹(或凸)的充分必要条件

是:一阶导数�(�)'在区间(�, �)内是单调增加(或单调减少).

定理(曲线凹凸性判定定理)设函数在区间 I内具有二阶导数，

(1)如果在区间 I内� � ″ > 0，则曲线 � = �(�) 在 I内是凹的;

(2)如果在区间 I内� � ″ < 0，则曲线� = �(�)在 I内是凸的.

证明 (1)设�1，�2∈[�, �]，且�1 < �2，记�2 = �1+�2
2

.由拉格朗日中

值公式，得

� �1 − � �0 = �' �1 �1 − �0 = �'(�1) �1−�2
2

，�1 < �1 < �0,

� �2 − � �0 = �' �2 �2 − �0 = �' �2
�2−�1

2
，�0 < �2 < �2,

两式相加，并应用拉格朗日中值公式，得

� �1 + � �2 − 2� �0 = �' �2 − �' �1

即
� �1 +�(�2)

2
> �( �1+�2

2
)，所以�(�)在(�，�)内是凹的.

(2)类似可证

思政元素：数学与文学.

定义 2 拐点:连续曲线 � = �(�)上凹凸性发生改变的点称为拐点.

四、巩固练习，拓展应用

确定曲线凹凸区间和拐点的步骤：
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确定曲线� = �(�) 的凹凸区间和拐点的步骤:

(1)确定函数� = �(�) 的定义域;

(2)求出二阶导数�(�)″;

(3)求使二阶导数为零的点和使二阶导数不存在的点;

(4)列表讨论，确定出曲线凹凸区间和拐点.

例 1求曲线� = ln (1 + �2)的凹凸区间及拐点

解 函数的定义域为( − ∞, + ∞)

�' =
2�

1 + �2

�″ =
2 1 + �2 − 2� ∙ 2�

1 + �2 2 =
2(1 − �2)
(1 + �2)2

令�″ = 0 得�1 = 1，�2 = 1.列表讨论

� ( − ∞, 0) -1 ( − 1,1) 1 (1, + ∞)

�″ - 0 + 0 -

� ∩ 拐点 ∪ 拐点 ∩

综上，曲线的凹区间为( − 1,1)，凸区间为( − ∞, − 1)和(1, + ∞)，

拐点有( − 1，��2)和(1，��2).

注记：与函数的极值点不同，拐点是用几何语言定义的，是平面上

的点，必须用两个坐标来表示.

案例 1【双蛋平衡的凹凸性原理】

在鸡蛋的上凸弧面上撒精盐以增加局部稳定性，双蛋平衡后把多余

的精盐颗粒轻轻吹走，表面上就看不出来了，通过施加精盐可以把

极值。

案例 2【凸函数在进货量上的应用】

现在网络化越来越先进，网络购物成为人们在生活中不可或缺的一

部分，于是带动了许多网店的崛起.进货量的衡量对于网店至关过

多会造成货品积压，产生经济损失;进货量少会造成断货，从而增

大了成本和时间的投入。那么应该如何衡量进货率?可以根据此问

题建立。
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思政元素：

现在凸函数理论已蓬勃发展为一门称其为凸分析的现代数学

分支.我们要认识到数学家琴生的贡献，并学习科学家的奉献精神.

数学在抗疫中的应用.

数学作为重要的基础科学，与生活联系密切，与文学等其他学

科也有相互映衬.引导学生在学习过程中，把知识融会贯通，欣赏

数学之美.

鼓励学生做任何事情一方面要排除逻辑矛盾，另一方面要研究

事物自身所固有的矛盾。

分析评价

数学作为重要的基础科学，与生活联系密切，与文学等其他学科也

有相互映衬.引导学生在学习过程中，把知识融会贯通，欣赏数学

之美；鼓励学生做任何事情一方面要排除逻辑矛盾，另一方面要研

究事物自身所固有的矛盾。

评作者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME021

案例标题 不定积分的概念及性质

案例来源 购买

内容简介

通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分的贡献，体会数学家

们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍不定积分的概念，阐明

结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和科学素

养；通过建立数学模型解决实际问题，培养学生坚持不懈、勇于钻研、

严谨细致、精益求精的良好品质。

关 键 词 原函数；不定积分；基本积分公式

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和科

学素养，向学生传递心怀故土，不忘根本的情怀。

素材长度 1435

案例正文

一、原函数与不定积分的概念

定义 1 如果在区间 I上 可导函数F(x)的导函数为 f(x) 即对任一

xI 都有

F (x)f(x)或 dF(x)f(x)dx
那么函数 F(x)就称为 f(x)(或 f(x)dx)在区间 I上的原函数

例如 因为(sin x)cos x  所以 sin x 是 cos x 的原函数

又如当 x (1 )时 因为
x

x
2

1)(   所以 x是
x2

1 的原函数

提问: cos x和
x2

1 还有其它原函数吗？

原函数存在定理 如果函数 f(x)在区间 I上连续 那么在区间 I
上存在可导函数 F(x) 使对任一 x I 都有

F (x)f(x)
简单地说就是 连续函数一定有原函数
两点说明
第一 如果函数 f(x)在区间 I上有原函数 F(x) 那么 f(x)就有无限

多个原函数 F(x)C都是 f(x)的原函数 其中 C是任意常数
第二 f(x)的任意两个原函数之间只差一个常数 即如果(x)和

F(x)都是 f(x)的原函数 则(x)F(x)C (C为某个常数)
定义 2 在区间 I上 函数 f(x)的带有任意常数项的原函数称为

f(x)(或 f(x)dx )在区间 I上的不定积分 记作  dxxf )( 

其中记号  称为积分号 f(x)称为被积函数 f(x)dx称为被积表达式 x
称为积分变量

莱布尼茨是 17 世纪德国著名哲学家、数学家，其博学多识、涉

猎广泛，是历史上少见的通才，谓之“百科全书式人物”。在数学研

究领域，他把微分学和积分学紧密联系起来，并创造了一系列优美数

学符号.在莱布尼茨的手稿中就出现了这样的简洁的数学符号“∫”。
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莱布尼兹及其手稿

思政元素：介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分所做的贡献，

引导学生学习优秀科学家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；对数

学坚持不懈的钻研精神，培养学生精益求精的探索精神；数学中简

单符号的创造激发学生敢于创新的精神。

根据定义 如果F(x)是 f(x)在区间 I上的一个原函数 那么F(x)C
就是 f(x)的不定积分 即   CxFdxxf )()( 

因而不定积分 dxxf )( 可以表示 f(x)的任意一个原函数

从不定积分的定义 即可知下述关系

  )(])([ xfdxxf
dx
d  或   dxxfdxxfd )(])([ 

又由于 F(x)是 F (x)的原函数 所以

  CxFdxxF )()(  或记作   CxFxdF )()( 

由此可见 微分运算（以记号 d表示）与求不定积分的运算（简

称积分运算 以记号  表示）是互逆的 当记号  与 d 连在一起时

或者抵消 或者抵消后差一个常数
思政元素：不定积分的概念表明，微分运算不定积分的运算（简称

积分运算是互逆的，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事

物的科学思维和科学素养。从家国情怀层面向学生传递心怀故土，

不忘根本的情怀，从自我价值观的塑造层面，想学生弘扬时常自省，

方能走的跟长远。

二、基本积分表（P188）

(1) Ckxkdx  (k是常数)(2) Cxdxx 


  1
1

1 




(3) Cxdx
x

 ||ln1  (4) Cedxe xx  

(5) C
a
adxa
x

x  ln
  (6) Cxxdx  sincos 

(7) Cxxdx  cossin  (8) Cxxdxdx
x

  tansec
cos

1 2
2 

(9) Cxxdxdx
x

  cotcsc
sin

1 2
2  (10) Cxdx

x


 arctan
1

1
2 
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(11) Cxdx
x




 arcsin
1

1
2

 (12) Cxxdxx  sectansec 

(13) Cxdxx  csccotcsc  (14) Cxdxx  ch  sh 

(15) Cxdxx  sh  ch 

例 1   dxxdx
x

3
3

1 C
x

Cx 


 
2

13
2
1

13
1 

例 2   dxxdxxx 2
5

2 Cx 



1

2
5

1
2
5
1 Cx  2

7

7
2 Cxx  3

7
2 

例 3 


 dxx
xx

dx 3
4

3 Cx 





1
3
4

1
3
4

Cx 


3
1

3 C
x
 3

3 

分析评价

本案例通过介绍德国著名数学家莱布尼茨对微积分的贡献，体会数学

家们凡事追求卓越与完美的工匠精神；通过介绍不定积分的概念，阐

明结果与原因之间的辩证统一，提升学生认识事物的科学思维和科学

素养；通过建立数学模型解决实际问题，培养学生坚持不懈、勇于钻

研、严谨细致、精益求精的良好品质。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME022

案例标题 不定积分的概念及性质

案例来源 原创

内容简介

通过介绍不定积分的概念，阐明结果与原因之间的辩证统一，提

升学生认识事物的科学思维和科学素养；通过建立数学模型解决实际

问题，培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品

质。

关 键 词 原函数；不定积分；基本积分公式

编写时间 2021-6-18

编 著 者 杨燕副教授，数学与计算机应用学院

素材形式 文字等

育人主题 创新精神

素材长度 709

案例正文

如何解读这样的一种现象呢？我们暂且把求导视为一种规

则，然后原函数视为两个部分“结构性的+非结构性的(就是那个

常数C)”所以我们会发现，只要原函数结构性那部分不变，那么

无论常数C变成什么样子，在求导的规则作用后都会是相同的那

个被积函数 .

这个被积函数可以视为一个结果，而求导是达到这个结果

的一个法则，因此只要原函数“结构性”那部分不变，那个常数C

多大多小都没有用，结果一定是一样的 .如果这样讲还是很抽象

的话，不如我们举两个例子(都是原函数与被积函数的关系).

1.“故事+投资（明星阵容+顶尖特技+烧钱宣传）”与“电影票

房（或口碑）”的关系 .

一部电影，当你发现无限烧钱可最后也不是你要的口碑票房结

果的时候，就不是投资出了问题（即原函数中的常数 C，非结

构那部分），而是那个“结构性”的故事出了问题，你的故事经

过每一个细节的分析后（即微分、求导）就不是能够赢得票房

和口碑的故事，因此也就不是一个能够赢得口碑与票房的原函

数 .这样的原函数，搭配多少 C（投资）都无济于事 .要想让结果

变化，要改动的是“结构性”的故事那部分 .

2.“实力(结构性的)+人脉(非结构性的)”与“成功”的关系 .

当你实力有问题的情况下，无所不用其极的社交找人脉，
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最终未必能得到你想要的，因为你做的努力都在原函数的 C 上，

经过求导的规则后 (经得起每个细节的推敲 )，这个 C 是没有用

的，你的“实力”不是具有成功特质的实力，因此搭配上再多的 C

也没用 .你需要改变的是“结构性”的那部分——实力，让你的实

力在任何细节的推敲下(即微分、求导)都符合成功的特质 .

思政元素：当你在某一方面无所不用其极而未能达到预期效

果时，想想是不是“原函数”出了问题，你的努力可能只是重复

了无数次的“竹篮打水”.

分析评价

通过介绍不定积分的概念，阐明结果与原因之间的辩证统一，提升学

生认识事物的科学思维和科学素养；通过建立数学模型解决实际问

题，培养学生坚持不懈、勇于钻研、严谨细致、精益求精的良好品质。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME023

案例标题 换元积分法

案例来源 原创

内容简介

换元积分法是计算不定积分的一种非常重要的方法，但也较难

掌握，通过第一类换元法的学习，告诉学生学习没有捷径，唯有一

步一步脚踏实地，攻坚克难，坚持不懈，才能到达成功的顶峰。通

过第二类换元法的讲解，引导学生善于思考，转化思路和方式灵活

处理问题，可以事半功倍.

关 键 词 第一类换元法（凑微分），第二类换元法

编写时间 2021-10-8

编 著 者 杨燕，副教授，商洛学院

素材形式 文字

育人主题 脚踏实地，攻坚克难，坚持不懈，熟能生巧

素材长度 1185

案例正文

一、第一类换元法（凑微分法）

设 f(u)有原函数F(u) u(x) 且(x)可微 那么 根据复合函数

微分法 有
d F[(x) ]d F(u)F (u)d u F [(x) ] d(x) F [(x) ](x)d x 

所以 F [(x)](x)dx F [(x)] d(x) F (u)d u d F(u)d F[(x) ]

因此   )()]([)()]([ xdxFdxxxF 

  )()( udFduuF CxFxdF   )]([)]([  

即 )(])([)()]([)()]([ xuduufxdxfdxxxf   

[F(u) C] u  (x) F[(x)]C
定理 1 设 f(u)具有原函数 u(x)可导 则有换元公式

  CxFCuFduufxdxfdxxxf )]([)()()()]([)()]([  

被积表达式中的 dx 可当作变量 x 的微分来对待 从而微分等式

(x)dx du可以应用到被积表达式中

在求积分  dxxg )( 时 如果函数 g(x)可以化为 g(x) f[(x)](x)的

形式 那么

 dxxg )( )(])([)()]([ xuduufdxxxf    

【例 1】   dxxxxdx )2(2cos2cos2  )2(2cos xxd

Cuudu   sincos sin 2xC 

【例 2】 dxx
x

dx
x  





)23(

23
1

2
1

23
1  


 )23(

23
1

2
1 xd

x
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Cudx
u

  ||ln
2
11

2
1 Cx  |23|ln

2
1 

【例 3】   duexdedxxedxxe uxxx )()(2 22 222 CeCe xu  2 

【例 4】 22222 1
2
1)(1

2
11 dxxdxxxdxxx  

Cuduuxdx   2
3

2
1

22
3
1

2
1)1(1

2
1

Cx  2
3

2)1(
3
1 

【例 5】   xd
x

dx
x
xxdx cos

cos
1

cos
sintan

Cudu
u

  ||ln1 ln|cos x|C 

即 Cxxdx  |cos|lntan 

类似地可得 Cxxdx  |sin|lncot 

熟练之后 变量代换就不必再写出了

【例 6】 dx

a
xa

dx
xa 




 2222
)(1

111 C
a
x

aa
xd

a
xa




  arctan1
)(1

11
2



即 dx
xa  22

1 C
a
x

a
 arctan1 

思政元素：不定积分的第一类换元积分法是重点也是难点，告

诉学生学习没有捷径，唯有一步一步脚踏实地，才能到达成功的顶

峰。鼓励学生大胆尝试，勇于创新，攻坚克难，坚持不懈，做一个

认真刻苦，踏实，负责的人，将来也一定是受社会欢迎的人.引导学

生善于思考，灵活处理问题，多方面思考，可以事半功倍.

二、第二类换元法

第一类换元法，是选择恰当的 ( )u x ， ( )du x dx 将积分

[ ( )] ( )f x x dx  变换成 ( )f u du ，在找 ( )f u 的原函数，即可计算出

积分 [ ( )] ( )f x x dx  。反过来，对积分 ( )f x dx ，也可以令 ( )x t ，

则 ( )dx t dt  ，于是 ( ) [ ( )] ( ) ,f x dx f t t dt    如果 [ ( )] ( )f t t dt  
容易求得，且 ( )x t 的反函数存在，即可求得原积分。这种方法就

是第二类换元法。

定理 2 设 ( )x u 在[ , ]  严格单调且可导， '( ) 0u  ，又设

 ( ) '( )f u u  具有原函数 ( )F u ，则换元公式

1( ) [ ( )]f x dx F x c  
其中 1( )u x  是 ( )x u 的反函数。
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证明：    1 1[ ( )] ( ) '( ) ( ) ( )
'( )

d dF duF x f u u f u f x
dx du dx u

   


    

【例 7】 1
1
dx

x 求 。

解： 2 2t x x t dx tdt  设 ，代入原积分，得

1 2 1 1 12 2 2
1 1 11
t tdx dt dt dt

t t tx
 

   
      

2 2ln |1 | 2 2 ln |1 |t t C x x C       

【例 8】 求 dxxa  22 (a>0)

解: 设 xa sin t 
2
 

2
   t  那么 22 xa  tataa cossin222  

dx a cos t d t  于是

  tdtatadxxa coscos22

2 2 2 21 cos 2 1 1cos ( sin 2 )
2 2 4

ta tdt a dt a t t C
      

因为
a
xt arcsin ,

a
xa

a
xttt

22
2cossin22sin   所以

dxxa  22 Ctta  )2sin
4
1

2
1(2 Cxax

a
xa  22

2

2
1arcsin

2


2 2 sina x x a t 注:  令

思政元素：换元法的实质是转化,关键是构造元和设元,理论依

据是等量代换,目的是变换研究对象,将问题移至新对象的知识背景

中去研究,从而使复杂问题简单化.引导学生在现实生活和工作中善

于思考，转化思路和方式，灵活处理问题，多方面思考，就会得到

简单的解决方法，可以事半功倍.

分析评价

换元积分法是计算不定积分的一种非常重要的方法，但也较难掌握，

通过第一类换元法的学习，告诉学生学习没有捷径，唯有一步一步

脚踏实地，攻坚克难，坚持不懈，才能到达成功的顶峰。通过第二

类换元法的讲解，引导学生善于思考，转化思路和方式灵活处理问

题，可以事半功倍.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME024

案例标题 换元积分法

案例来源 原创

内容简介

换元积分法是重点也是难点，鼓励学生大胆尝试，勇于创新，

攻坚克难，坚持不懈，强调高等数学能学好的人，一定是一个

认真刻苦，踏实，负责的人.将来一定是受社会欢迎的人.引导

学生善于思考，灵活处理问题，通过数学家的故事培养学生的

爱国情怀.

关 键 词 换元积分法；凑微分法；

编写时间 2021-10-22

编 著 者 赵鹏军教授，数学与计算机应用学院

素材形式 文字等

育人主题 爱国情怀与创新精神

素材长度 613

案例正文

1.恩格斯(1820-1895)曾指出：“在一切理论成就中，未必

再有什么像17世纪下半叶微积分的发明那样被看作人类精神的

最高胜利了”.微积分的发展历史曲折跌宕，撼人心灵，是培养

人们正确世界观、科学方法论和对人们进行文化熏陶的极好素

材.

2.在学习不定积分的凑微分法时，引入例题，同一道例题

引导学生采用直接积分法和凑微分法两种方法进行求解，培养

学生逻辑推理能力以及锻炼学生的开放创新思维，反映在今后

的生活工作学习中，要灵活处理问题，多方面思考，可以事半

功倍.

3.培养学生的爱国主义情怀高等数学也凝聚着我国古代自

然科学的精髓，比如《九章算术》收集了西汉张苍、耿寿昌、

三国的刘徽等等数学先驱的数学方法和精髓，是中国古代数学

发展史的重要里程碑，是世界数学史上的宝贵遗产；被列为世

界数学伟人之一的中国当代数学家华罗庚，他的“华氏定理”、

“华氏不等式”、“华一王方法”等都是国际上著名的数学科研

成果；证明了“哥德巴赫猜想”陈景润；还有在拓扑学和数学

机械化领域做了奠基性工作的数学家吴文俊，他的“吴公式”、

“吴示性类”、“吴示嵌类”至今仍被国际同行广泛引用.这些古

今中外的数学大家的事迹留给学生课后查资料并写感想，让学
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生自己树标杆.

思政元素：换元积分法是重点也是难点，鼓励学生大胆尝试，勇

于创新，攻坚克难，坚持不懈，强调高等数学能学好的人，一

定是一个认真刻苦，踏实，负责的人.将来一定是受社会欢迎的

人.引导学生善于思考，灵活处理问题，通过数学家的故事培养

学生的爱国情怀.

分析评价

本案例通过换元积分法的学习，鼓励学生大胆尝试，勇于创新，

攻坚克难，坚持不懈，强调高等数学能学好的人，一定是一个

认真刻苦，踏实，负责的人.将来一定是受社会欢迎的人.引导

学生善于思考，灵活处理问题，通过数学家的故事培养学生的

爱国情怀.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处



73

案例编号 AME025

案例标题 分部积分法

案例来源 原创

内容简介

求解不定积分的分部积分法，按照一定的原则分部后能实现由难

到易的转化，以此告诉学生遇到困难多寻找新的解决途径，并发现总

结规律，引导学生要有不畏困难迎难而上的精神。公式使用中 u 和 v
的选择很关键，否则计算会越来越复杂，最终无法求出正确结果。就

如同人生道路的选择，国家民族发展道路的选择。引导学生在人生的

关键时刻做出正确的选择，把握自己的人生方向。要坚定不移的跟着

中国共产党走中国特色社会主义道路。

关 键 词 分部积分公式，多项式函数，循环积分

编写时间 2022-10-20

编 著 者 杨燕，副教授，商洛学院

素材形式 文字，图片

育人主题 有不畏困难迎难而上的勇气,坚定不移跟中国共产党走的信念。

素材长度 1080

案例正文 分部积分公式

设函数 uu(x)及 vv(x)具有连续导数 那么 两个函数乘积的导

数公式为

(uv)uvuv
移项得 uv(uv)uv
对这个等式两边求不定积分 得

  vdxuuvdxvu 

或   vduuvudv  （1）
这个公式称为分部积分公式

应用（1）的关键是如何选取函数 ( )u x 和 ( )v x ，使待求不定积分

( )f x dx 的被积函数凑成 ( ) ( ) ( )f x u x v x 的形式，而不定积分

( ) ( )u x v x dx 不难求出。

分部积分法是一种建立在乘积的求导法则基础上的不定积分的

方法，被积函数是两个函数的乘积，无法用所学知识进行求解时用此

方法很有效。

思政元素：遇到困难可以寻找新的解决途径，要善于发现总结规

律，引导学生要有不畏困难迎难而上的精神.
【例 1】    xdxxxxxdxdxx sinsinsincos x sin xcos xC 

【例 2】 Cexedxexexdedxxe xxxxxx   

【例 3】   2222 dxeexdexdxex xxxx

  xxxx xdeexdxxeex 22 22  dxexeex xxx 222

x2ex2xex2exC ex(x22x2 )C
一般地，对下列积分可用分部积分法：（其中 1( ), ( )n nQ x P x 为多

项式函数）

（1） ( ) ( )x x
n nP x e dx P x de  ；
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（2） ( )sin ( ) cosn nP x xdx P x d x   ；

（3） ( )cos ( ) sinn nP x xdx P x d x  ；

（4） 1( )(ln ) (ln ) ( )m m
n nP x x dx x dQ x  ；（ 1( ) ( )n nQ x P x  ）

（5） 1( )arcsin arcsin ( )n nP x xdx xdQ x  ；

（6） 1( )arctan arctan ( )n nP x xdx xdQ x  ；

【例 4】   2arctan
2
1arctan xdxxdxx

 
 dx

x
xxx 2

22

1
1

2
1arctan

2
1

 
 dx

x
xx )

1
11(

2
1arctan

2
1

2
2

Cxxxx  arctan
2
1

2
1arctan

2
1 2

【例 5】 求 xdxex sin 

解 因为   xdexexdexdxe xxxx sinsinsinsin

  xxxx xdexexdxexe cossincossin

 xdexexe xxx coscossin

 xdexexe xxx coscossin

 xdxexexe xxx sincossin

所以 Cxxexdxe xx  )cos(sin
2
1sin 

再求不定积分时，若出现如下情况：

( ) ( ) ( )     ( 1)f x dx G x k f x dx k    ，

可得
1( ) ( )

1
f x dx G x c

k
 

 此类积分称为循环积分。

【例 6】 求  xdx3sec 

解 因为   xxdxdxxxdx tansecsecsecsec 23

 xdxxxx 2tansectansec   dxxxxx )1(secsectansec 2

  xdxxdxxx secsectansec 3

 xdxxxxx 3sec|tansec|lntansec 

所以  xdx3sec Cxxxx  |)tansec|lntan(sec
2
1 

思政元素：利用分部积分法求解不定积分时，需要按照一定的原

则进行分部，再利用凑微分等实现由难到易的转化，如果一开始错误

地选择了 u 和 v，那么计算过程就会越来越复杂，最终也不能求出



75

正确结果。就如同一个人人生道路的选择，一个国家一个民族发展道

路的选择。我们要在人生的关键时刻做出正确的选择，把握自己的人

生方向。要坚定不移的跟着中国共产党走中国特色社会主义道路。

分析评价

本案例主要介绍不定积分的分部积分法，按照一定的原则分部后能实

现由难到易的转化，以此告诉学生遇到困难多寻找新的解决途径，并

发现总结规律，引导学生要有不畏困难迎难而上的精神。公式使用中

u 和 v 的选择很关键，否则计算会越来越复杂，最终无法求出正确结

果。就如同人生道路的选择，国家民族发展道路的选择。引导学生在

人生的关键时刻做出正确的选择，把握自己的人生方向。要坚定不移

的跟着中国共产党走中国特色社会主义道路。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME026

案例标题 定积分的概念

案例来源 购买

内容简介

着重介绍定积分处理问题的思想方法，引导学生在学习和工作中

要用科学的方法解决问题。通过定积分概念的讲解，让学生透过现象

看本质，培养学生的辩证思维习惯，在潜移默化中强调唯物辩证法在

认识世界的过程中发挥的重要作用。培养学生宽阔的知识基础，健全

的人格和社会责任感。

关 键 词 定积分，积分和，可积

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 1.用科学的方法解决问题；2.透过现象看本质

素材长度 1749

案例正文 一、定积分问题举例

1 曲边梯形的面积

设 )(xfy  在区间[a,b]上非负，由曲线 )(xfy  及直线 ax  ，

bx  和 0y 围成的平面图形称为曲边梯形，（如图所示）其中曲线

弧称为曲边其面积求法如下：

⑴ 分割：在区间[a,b]内插入

任意 n-1 个分点：

ax0 x1 x2    xn1 xn b

将区间[a,b]分成 n个小区间（一

般可以等分），记小区间[x i-1，x i ]的长度为 ∆ x i。

⑵近似代替：

经过每一个分点作平行于 y 轴的直线段 把曲边梯形分成 n个

窄曲边梯形 在每个小区间[xi1 xi ]上任取一点i  以[xi1 xi ]为底、f

(i)为高的小矩形近似替代第 i个小曲边梯形(i1 2     n)  则 第 i

个小曲边梯形面积为 ∆Ai≈ ( )i if x  i1 2     n

⑶ 求和：把所有小矩形面积相加，得整个曲边梯形面积 A 的近

似值，即：

A=



n

i
iA

1
≈ i

n

i
i xf 

1
)(

x

y

o

y=f(x)

x0 x1 xi-1 xi xn-1 xn
(a) (b)
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⑷ 取极限：

将区间[a，b]无限细分，即当 n→∞时，使
1
max{ } 0ii n

x
 

   ，求

上述和式的极限就是曲边梯形的面积，即：
0 1

lim ( )
n

i i
i

A f x







  。

2 变速直线运动的路程

设物体作直线运动 已知速度 ( )v v t 是 t的连续函数，求该物体

所经过的路程。

（1）分割 在时间段 1 2[ , ]T T 内任意插入 1n  个分点：

T 1t 0 t 1 t 2   t n1 t nT 2

把[T 1  T 2]分成 n个小段[t 0 t 1] [t 1 t 2]    [t n1 t n]。

（2）近似代替

在每个小时间段 1[ , ]i it t 上任取一个时刻 i ，记 1i i it t t    ，把

物体在时间段 1[ , ]i it t 上的变速直线运动可看作以 ( )iv  为速度做匀速

直线运动，则物体在 1[ , ]i it t 内经过的路程为

( )i i iS v t   1,2,i n 

（3）求和

这 n个小时间段内物体经过路程相加，其和就是所求变速直线运

动路程的近似值 即

1 1
( )

n n

i i i
i i

S S v t
 

    

（4）取极限 若将时间段无限细分，

令 1 2max{ , ,..., }nt t t     ，取极限

0 1
lim ( )

n

i i
i

S v t







 

总结：“分割，近似求和，取极限”

思政元素：定积分的数学思想可以概况为“分割（化整为小），

作积（局部近似），求和（化小为整），取极限（精确化）”。除了纯

粹的数学解释，要在思想上启发学生，遇到复杂问题时，可以将问

题尽可能切分成许多小问题，因为再复杂的事情都是由简单的事情
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组合起来的，我们要学会用智慧去分解它，理性和平地去做事。

二、定积分定义

抛开上述问题的具体意义 抓住它们在数量关系上共同的本质与

特性加以概括 就抽象出下述定积分的定义

定义 1 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上有界 在[ , ]a b 中任意插入 1n  个分点

0 1 2 1... n na x x x x x b      
把区间[ , ]a b 分成 n 个小区间[ 0 1,x x ]， 1 2 1[ , ],...,[ , ]n nx x x x ，各小段区间的长

依次为 1 1 0 2 2 1 1, ,..., n n nx x x x x x x x x          。在每个小区间 1[ , ]i ix x

上任取一点 1( ),i i i ix x    作函数 ( )if  与小区间数 ix 的乘积

( ) ( 1, 2,..., ),i if x i n   并作和
1

( )
n

i i
i

S f x


 
记 1 2max{ , ,..., }nx x x     ，如果不对 [ , ]a b 怎样分法，也不论小区间

[ 1,i ix x ]上点 i 如何取法。只要 0  时，极限

0 1
lim ( )

n

i i
i

I f x







 
都存在，则称 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积，极限值 称为函数 ( )f x 在区间[ , ]a b

上的定积分（简记积分）记作 ( )
b

a
f x dx 即

0 1
( ) lim ( )

nb

i ia
i

I f x dx f x







  
其中 ( )f x 叫做被积函数， ( )f x dx叫做被积表达式， x叫做积分变量，[ , ]a b

叫做积分区间， ,a b分别称为积分下限、积分上限，
1

( )
n

i i
i
f x



 称为 ( )f x 的

积分和。

思政元素：通过定积分概念的讲解，让学生透过现象看本质，

抓住现象背后蕴含的客观规律，培养学生的辩证思维习惯，在潜移

默化中强调唯物辩证法在认识世界的过程中发挥的重要作用。

注意：

1、定积分只与被积函数，积分区间有关，而与积分变量无关。即：

( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du   

2、' '  说法: 0 0     ,使得无论区间[ , ]a b 怎样分，区间[ 1,i ix x ]

上点 i 如何取，只要  时总有
1

| ( ) |
n

i i
i
f x I 



   ，则称数 I 为 ( )f x 在

[ , ]a b 上的定积分。

3、根据定积分的定义 曲边梯形的面积为 
b

a
dxxfA )( 

变速直线运动的路程为 dttvS T

T
)(2

1
 
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4、如果函数 ( )f x 在[ , ]a b 上的定积分存在 我们就说 ( )f x 在区间[ , ]a b

上可积

函数 ( )f x 在[ , ]a b 上满足什么条件时 ( )f x 在[ , ]a b 上可积呢？

定理 1 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续 则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积

定理 2 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有界 且只有有限个间断点 则 ( )f x 在

[ , ]a b 上可积

定理 3 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上单调 则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积

例 1 利用定积分定义计算
1 2

0
x dx

解 由于 2( )f x x 在区间[0，1]连续，所以 2( )f x x 在[0，1]可积，且

1 2

0
x dx 与区间的分法和点 i 取法无关。为方便计算，把 区间[0，1]分为 n 等

分 ， 其 分 点 为
i
n
（i=1，2，...,n）， 每 个 小 区 间 的 长 度

1 ( 1,2, )ix i n
n

    ，取 2 1( ) ( )i i i
i if x
n n n

     ，作和式：

2 2 2 2
3 3

1

1 1 ( 1)(2 1)( ) ( ) [1 2 ]
6

n n

i i
i i

i n n nf x n
n n n n




 
        

=1

当对区间[0，1]等分时， 0  时， n，由定积分的定义有

1 2

0
x dx = 30

( 1)(2 1) 1lim ( ) lim
6 3

n

i i ni

n n nf x
n


 

 
  

=1

分析评价

本案例着重介绍定积分处理问题的思想方法，引导学生在学习和

工作中要用科学的方法解决问题。通过定积分概念的讲解，让学生透

过现象看本质，培养学生的辩证思维习惯，在潜移默化中强调唯物辩

证法在认识世界的过程中发挥的重要作用。培养学生宽阔的知识基

础，健全的人格和社会责任感。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME027

案例标题 无穷限的反常积分

案例来源 购买

内容简介

通过讲解无穷限的反常积分的定义，指出定义中蕴含的方法

论意义——“化未知为已知”，“退一步海阔天空”，培养学生灵活

解决问题的工作和学习习惯，以及执着的探索精神和孜孜不倦的

科学精神。

关 键 词 无穷限的反常积分，广义积分

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 “化未知为已知”，“退一步海阔天空”

素材长度 1061

案例正文

前面所讨论的定积分均是有界函数在有限区间上的积分。有

时我们也会遇到有界函数在无穷区间上的积分，称之为无穷积分；

无界函数在有限区间上的积分，称之为瑕积分，这两种积分统称

为广义积分。

1、无穷限的反常积分

定义 1 设函数 f(x)在区间[a )上连续 取 b>a  如果极限

dxxfb
ab

)(lim 

存在 则称此极限为函数 f(x)在无穷区间[a )上的反常积分 记

作 dxxf
a

)(
  即

dxxfdxxf b

aba
)(lim)(  


 

这时也称反常积分 dxxf
a

)(


收敛

如果上述极限不存在 函数 f(x)在无穷区间[a )上的反常

积分 dxxf
a

)(


就没有意义 此时称反常积分 dxxf
a

)(


发散

类似地 设函数 f(x)在区间( b ]上连续 如果极限

dxxfb
aa

)(lim 
(a<b)

存在 则称此极限为函数 f(x)在无穷区间( b ]上的反常积分

记作 dxxfb )( 
 即

dxxfdxxf b

aa

b )(lim)(  
 

这时也称反常积分 dxxfb )( 
收敛如果上述极限不存在 则称反常

积分 dxxfb )( 
发散
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设函数 f(x)在区间( )上连续 如果反常积分

dxxf )(0
 

和 dxxf )(
0


都收敛 则称上述两个反常积分的和为函数 f(x)在无穷区间(

)上的反常积分 记作 dxxf )(



 即

dxxfdxxfdxxf )()()(
0

0










dxxfdxxf b

baa
)(lim)(lim

0

0
 

 

这时也称反常积分 dxxf )(



收敛如果上式右端有一个反常积分发

散 则称反常积分 dxxf )(



发散

思政元素：无穷限的反常积分，对于积分上限和积分下限为

无穷的问题，采取的方法是“退而求其次”，先考虑可以求解的定

积分，然后再利用极限这个工具得到需要的无穷限积分。指出该

定义中所蕴含的方法论意义——“化未知为已知”，“退一步海阔天

空”，培养学生灵活解决问题的工作学习习惯。

2. 无穷积分的计算
如果 F(x)是 f(x)的原函数 则

b
ab

b

aba
xFdxxfdxxf )]([lim)(lim)(




 

)()(lim)()(lim aFxFaFbF
xb






可采用如下简记形式

)()(lim)]([)( aFxFxFdxxf
xaa





 

类似地 )(lim)()]([)( xFbFxFdxxf
x

bb




 

)(lim)(lim)]([)( xFxFxFdxxf
xx 







 

例 1 计算反常积分 dx
x21

1







解 







 ][arctan
1

1
2 xdx
x

xx
xx

arctanlimarctanlim


   )
2
 (

2
 

例 2 计算反常积分 
 
0

dtte pt (p是常数 且 p>0)

解     000
]1[][ ptptpt tde

p
dttedtte

  0]
11[ dte
p

te
p

ptpt

  02 ]11[ ptpt e
p

te
p


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222
11]11[lim
pp

e
p

te
p

ptpt
t

 



提示 01limlimlim 




 pttptt
pt

t pee
tte 

例 3 讨论反常积分 dx
x pa
1


(a>0)的敛散性

解 当 p1 时 dx
x pa
1

 dxxa
1


   

 ][ln ax 

当 p<1 时 dx
x pa
1





   

 
1 ]1

1[ a
pxp 

当 p>1 时 1]1
1[1 1 

 
1








 p

axpdx
x

p
a

p
pa



因此 当 p>1 时 此反常积分收敛 其值为 1
1




p
a p

 当 p1 时 此反常积

分发散

例 4. 讨论无穷积分 dxxf )(



是否与极限 lim ( )

a

aa
f x dx

  相等。

解：不妨设 ( )f x x ，则有

2

lim ( ) lim lim [ ] | 0
2

a a a
aa aa a a

xf x dx xdx    
    ，

而
2

00 0
( ) lim lim[ ] |

2
b b

b b

xf x dx xdx


 
     ，故 dxxf )(




发散。

所以 dxxf )(



与 lim ( )

a

aa
f x dx

  并不是同一概念，一个是无穷积

分，一个是定积分的极限。

思政元素:形式相近数学式子，含义可能完全不同，不能通过

直观看到的就做判断，要利用所学的知识去探求内在的本质。引

导学生要有执着的探索精神和孜孜不倦的科学精神。

分析评价

本案例通过讲解无穷限的反常积分的定义，指出定义中蕴含的方

法论意义——“化未知为已知”，“退一步海阔天空”，培养学生灵

活解决问题的工作和学习习惯，以及执着的探索精神和孜孜不倦

的科学精神。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例标题 定积分的应用

案例来源 购买

内容简介

定积分作为从实际问题中抽象出来的概念，其处理问题的思

想方法在实际中应用广泛，本节主要讨论定积分在几何方面的简

单应用，通过本节学习，希望同学们能进一步深入理解定积分的

思想，领会其包含的化整为零，各个击破再积零为整，整体解决

的辩证统一哲学思想.

关 键 词 定积分，微元法，平面图形的面积

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 化整为零，积零为整，培养学生不畏艰难不断探索的科学精神

素材长度 1439

案例正文

定积分是求某种总量的数学模型，它在几何学、物理学等方

面有着十分广泛的应用，正是如此，积分学才不断发展和完善。

定积分的元素法

回忆曲边梯形的面积 设 yf (x)0 (x[a b]) 如果说积分


b

a
dxxfA )( 是以[a b]为底的曲边梯形的面积 则积分上限函数


x

a
dttfxA )()( 就是以[a x]为底的曲边梯形的面积 而微分 dA(x)f (x)dx

表示点 x处以 dx为宽的小曲边梯形面积的近似值Af (x)dxf (x)dx称为曲

边梯形的面积元素
以[a b]为底的曲边梯形的面积A就是以面积元素 f(x)dx为被积表达式，

以[a b]为积分区间的定积分 
b

a
dxxfA )( 

一般情况下 为求某一量 U 先将此量分布在某一区间[a b]上 分布

在[a x]上的量用函数 U(x)表示 再求这一量的元素 dU(x) 设 dU(x)u(x)dx
然后以 u(x)dx为被积表达式 以[a b]为积分区间求定积分即得


b

a
dxxfU )( 

用这一方法求一量的值的方法称为微元法(或元素法)

思政元素：微元法的思想本质上蕴含了化整为零，各个击破

再积零为整，整体解决的的辩证统一哲学思想。

一、平面图形的面积

1、直角坐标情形

由定积分的几何意义： 
b

a
dxxfA )( ；
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若平面图形由曲线 ( )y f x )与 ( )y g x ，且 ( ) ( )f x g x ，直线 xa
与 xb ( )a b 所围成 则面积微元为 [ ( ) ( )]dA f x g x dx   于是平

面图形的面积为

[ ( ) ( )]
b

a
A f x g x dx  ；

若平面图形由曲线 ( ), ( ), ( ( ) ( ))x y x y y y      ，直线 yc
与 yd ( )c d 所围成，则其面积微元 [ ( ) ( )]dA y y dy   ，平面

图形的面积为

[ ( ) ( )]
d

c
A y y dy  

例 1 计算抛物线 2 ,y x y x  所围成的图形的面积

解
21 2 3 1

00
1 1( ) [ ]2 3 6

xA x x dx x     

例 2 计算抛物线 y22x与直线 yx4 所围成的图形的面积
解 (1)画图

(2)确定在 y轴上的投影区间: [2 4]
(3)确定左右曲线 4)(  ,2

1)( 2  yyyy 右左  

(4)计算积分

 
4

2
2)2

14( dyyyS 18]6
142

1[ 4
2

32  yyy 

当曲边梯形的曲边由参数方程
( )
( )

x t
y t





 

给出，其中 ( )x t 满

足 ( ) ,a   ( ) b   ， ( )t 在 [ , ]( [ , ]   或 上又连续的导数，

( )y t 连续，则根据曲边梯形的面积公式和定积分的换元法知，

由 ( )y f x ，直线 ,x a x b  及 x轴所围成图形的面积为

( ) ( ) ( )
b

a
A y x dx t t dt




   

例 3 求椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x 所围成的图形的面积

解 设整个椭圆的面积是椭圆在第一象限部分的四倍  即

14A A ，椭圆的参数方程为:xa cos t  yb sin t 于是


a ydxS
0

4 
0

2
)cos(sin4  tatdb


0 2

2
sin4  tdtab   2

0
)2cos1(2



dttab

 abab  22 
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2极坐标系下平面图形的面积

曲边扇形及曲边扇形的面积元素

由曲线 rr()及射线    ( )  围成的图形称为曲边

扇形如何求此扇形的面积呢？

采用微元法取极角为积分变量，其积分区间为[ , ]  ，任取

[ , ]  内小区间[ , ]d   ，其相应的小区边扇形的面积用半径为

( )r  ，中心角为 d 的小圆扇形来近似代替，得面积元素为：

21 [ ( )]2dA r d  

所以，所求曲边扇形的面积为

2 21 1[ ( )] ( )2 2A dA r d r d
  

  
        

例 4. 计算阿基米德螺线 ra (a >0)上相应于从 0 变到 2 的一

段弧与极轴所围成的图形的面积

解: 
 2

0
2)(2

1 daS 322
0

32
3
4]3

1[2
1   aa  

例 5. 计算心形线a(1cos ) (a>0) 所围成的图形的面积

解:  



0

2]cos1([2
12 daS  




0
2 )2cos2

1cos22
1( da

  2
0

2
2
3]2sin4

1sin22
3[ aa  

练习：求由圆 2cos , 1r r  所围成的图形的面积

解: 由对称性知，所求阴影部分面积为ox轴上方阴影部分面

积的 2 倍。

面积元素为

2 2
1

1 [(2cos ) 1 ]2dA d  

所以所求的面积为

2 23 3
1 10 0

12 2 2 [(2cos ) 1 ]2A A dA d
 

     
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23 3
0 0

3(4cos 1) (1 cos 2 )
3 2

d d
           

思政元素：用微元法计算平面图形的面积时，要鼓励学生大

胆猜测，分析本质，善于总结规律，实现从特殊到一般，再由一

般到特殊解决具体问题。培养学生在学习工作中要采用科学的思

维方式，学习会取得事半功倍的效果。

分析评价

定积分作为从实际问题中抽象出来的概念，其处理问题的思想方

法在实际中应用广泛，本节主要讨论定积分在几何方面的简单应

用，通过本节学习，希望同学们能进一步深入理解定积分的思想，

领会其包含的化整为零，各个击破再积零为整，整体解决的辩证

统一哲学思想.

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例标题 微分方程的基本概念

案例来源 购买

内容简介

先由经典的马尔萨斯人口模型和高铁的制动模型岀发，创设情

境，激发学生的探索欲望，同时在两个模型的基础上，恰当地融入

思政元素，引导学生树立学好数学的信心，增强学生的民族自豪感。

关 键 词 几何意义；初值问题；微分方程的阶

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 树立学好数学的信心，增强学生的民族自豪感

素材长度 2880

案例正文

一、结合实际，情景导入

在日常生活和科学技术问题中，往往需要寻找与问题有关的变量之

间的函数关系，且需要对函数关系加以研究.可是，许多几何、物

理、经济和其他领域所提供的实际问题，即使经过适当的分析、处

理和适当的简化后，能列出的也常常只能是含有未知函数及其导数

的关系式，这种关系式就是所谓的微分方程.

导入 1【人口问题】

2010 年 11 月进行的全国第六次人口普查的数据显示，至 2010 年

11月1日，中国内地总人口为13. 40亿人；年均增长率0.57% (2000

—2010 年).

出生率方面，2000—2010 年年均增长 0.57%，较之上一个十年

的 1.07%，年均增长率下降接近一半.同时，我国“总和生育率”

偏低，中国 60 岁及以上老人比例达到 13.26%，已属于“轻度老龄

化”.基于以上数据统计，2015 年 10 月，中共十八届中央委员会

第五次全体会议公报指岀：促进人口均衡发展，坚持计划生育的基

本国策，完善人口发展战略，全面实施一对夫妇可生育两个孩子政

策，积极开展应对人口老龄化行动.
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全面认识和把握人类人口增长的规律对国家的长久发展起着

至关重要的作用，人口增长规律可借助微分方程建立数学模型来研

究，其中最重要的一类人口模型是 1798 年，英国学者马尔萨斯在

分析了一百多年人口统计资料之后，提出的 Malthus 模型：

假设人口的相对增长率为常数 r，设 t时刻人口数为  N t , 则

人口增长速度
dN
dt

与人口总量N  t 成正比，得如下关系式

dN rN
dt

 （1-1）

假设 0t t 时刻的人口为 0N ，于是建立 Malthus 模型

 0 0

dN rN
dt
N t N

 

 

（1-2）

马尔萨斯模型适合短期的种群数量的预测，对长期种群数量的

预测，预测结果可能存在较大的误差，因此需要建立其他数学模型

来解决.

思政元素：2016 年 4 月 15 日,李克强总理考察北京大学数学科学

学院时特别强调“数学特别是理论数学是我国科学研究的重要基

础”.

导入 2【列车制动问题】

高铁被誉为中国新四大发明之一.因高

铁的运行速度快，对制动系统的性能要求较

高，高铁列车上安装有多套制动装置——制

动风翼、电磁制动系统、空气制动系统、摩

擦制动系统等.在一段直线轨道上，某高铁

列车正以 0v ＝288km/h 的速度匀速行使，列车长突然接到通知，前

方 5km 处道路出现异常，需要减速停车.列车长接到通知后，经过 1t

＝2.5s 将制动风翼打开，高铁列车获得加速度 0a ＝-0.5m/s
2
，减速

2t ＝40s 后，列车长再将电磁制动系统打开，此时高铁列车获得加

速度 2a ＝-1.2m/s
2
，问列车经过多长时间能停住以及列车停车处距

离异常处的距离？

解 设列车长将电磁制动系统打开后，列车在制动阶段运动规

律的函数为  s s t ，则列车长将电磁制动系统打开前的速度和位

移 1 0 1 2 60 /v v a t m s  

2
1 0 1 0 2 1 2

1 3000
2

s v t v t a t m     
 

列车长将电磁制动系统打开后，列车运动规律的函数  s s t

应满足关系式
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2

2 1.2d s
dt

  （1-3）

此外，未知函数  s s t 还应满足下列条件：

0t  时， 0s  ， 60dsv
dt

  （1-4）

把（1-3）式两端积分一次，得

11.2dsv t C
dt

    （1-5）

再积分一次，得

2
1 20.6s t C t C    （1-6）

把条件（1-4）代入（1-5）及（1-6）式得 1 60C  ， 2 0C  .

从而得
1.2 60v t   （1-7）

20.6 60s t t   （1-8）

在（1-7）式中令以 0v  ，得列车从开始制动到完全停住的时

间 50t s .再把 50t  代入（1-8）式，得到列车在制动阶段行驶的

路程 1500s m .于是，列车停车处距离异常处的距离为 500m.

观察（1-1）和（1-3）,这两个方程具有什么共同特点？

思政元素：介绍中国高铁的发展征程及其孕育的高铁精神的内涵.

二、归纳总结，形成概念

归纳总结：上述例子中的关系式（1-1）和（1-3）都含有未

知函数的导数，它们都是微分方程.

定义 1 一般地，凡表示未知函数、未知函数的导数与自变量

之间的关系的方程，称为微分方程，有时也简称方程.

定义 2 微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数，

称为微分方程的阶.

例如方程 3 2 24 3x y x y xy x     是三阶微分方程；方程
 4 4 10 12 5 siny y y y y x       是四阶微分方程.

一般地， n阶微分方程的形式是    0nF x y y y    ， ， ， ， .

注 在方程中，  ny 是必须岀现的，  1, , , , nx y y y  等变量则

可以不出现.

由前面的例子我们看到，在研究某些实际问题时，首先要建

立微分方程，然后找出满足微分方程的函数，也就是说，找出这样

的函数，把它代入微分方程能使该方程成为恒等式，这个函数就叫

做该微分方程的解.

对 n 阶微分方程而言，如果在区间 I 上有 n 阶连续导数

 y x ，使得当 x I 时，有

       , , , , 0nF x x x x      
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那么函数  y x 就称为微分方程   , , , , 0nF x y y y  在区间 I

上的解.

定义 3 如果微分方程的解中含有任意常数，且任意常数的个

数与微分方程的阶数相同，这样的解是微分方程的通解如（1-6）
式.

注 任意常数是相互独立的，也就是说，它们不能合并而使得

任意常数的个数减少.
例如，对函数 2

1 2y x C x C x   而言，其形式上含有两个任意

常数，而实际上只有一个任意常数.因为 1 2C C 可合并成一个任意

常数C ,即 2y x Cx 
设微分方程中的未知函数为  y x ，如果微分方程是一阶

的，通常用来确定任意常数的条件是 0x x 时， 0y y ，或写成

0 0x xy y  ，其中 0x 、 0y 都是给定的值；如果微分方程是二阶的，

通常用来确定任意常数的条件是 0x x 时， 0y y ， 0y y  或写成

0 0x xy y 
， 0 0x xy y  ，其中 0x ， 0y 和 0y都是给定的值.上述这种

条件叫做初值条件，如（1-4）
定义 4 确定了通解中的任意常数以后，就得到微分方程的特

解，如（1-7）式、（1-8）式.
定义 5 求微分方程  ,y f x y  满足初值条件

0 0x xy y  的特

解这样的问题，称为一阶微分方程的初值问题，记作

 

0 0

,

x x

y f x y

y y

 



定义 6 微分方程的解的图形是一条曲线，称为微分方程的积

分曲线.
一阶微分方程初值问题（1-9）式的几何意义，就是求微分方

程通过点  0 0,x y 的那条积分曲线.二阶微分方程的初值问题

 

0 00 0

, ,

,x x x x

y f x y y

y y y y 

 


  
的几何意义，就是求微分方程通过点  0 0,x y 且在该点处的切线斜

率为 0y的那条积分曲线.
例 1 验证：函数

1 2cos sinx C kt C kt 
是微分方程

2
2

2 0d x k x
dt

 

的解
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解 求出函数（1-10）的导数

1 2sin cosdx kC kt kC kt
dt

  

 
2

2
1 22 cos sind x k C kt kC kt

dt
  

把函数（1-10）及其二阶导数代入方程（1-11）后成为一个恒等式，

因此函数（1-10）是微分方程（1-11）的解.

三、巩固练习，拓展应用

案例 1【SI 模型】

2020 年年初，一场突如其来的疫情打破了人们平静的生活，

为了阻断新型冠状病毒的传播，全中国人民高度响应党中央的号

召，全民居家隔离并持续关注新冠病毒的蔓延趋势和传播情况.那

么病毒传染是一个什么过程？其蔓延趋势如何？依据数理统计我

国的专家和学者通过建立 SEIR 传染病模型，对病毒的传播过程进

行了细致的研究,这对后续病毒传播的预测和防范起到了有力的理

论支持，也是我们打赢这场疫情保卫战的强有力的理论武器.事实

上，SEIR 传染病模型是微分方程理论中重要的研究内容，其中，

这类模型中最简单的一种模型叫 SI 模型.

模型假设

（1）在疾病传染期内所考察地区的总人数 N 不变，即不考虑生

死，也不考虑迁移；

（2）总人群中分为易感染者（健康）和感染者（病人），在时

刻 t这两类人在总人数中所占比例分边为  s t 和  i t ；

（3）每个病人每天有效接触的平均人数是常数，称为日

接触率.当病人与健康者有效接触时，可使其患病.

模型建立

根据假设，每个病人可使  s t 个健康者变为病人，因为病人

的人数为  Ni t ，所以每天共有    Ns t i t 个健康者被感染，即病

人的增加率为
diN Nsi
dt


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又因为     1s t i t  ，记时刻 0t  时病人的比例为 0i ，则建立

下述模型

 

  0

1

0

di i i
dt
i i

  

 

该模型就是著名的 logistic 模型.事实上，新冠病毒的蔓延过程

和传播机制要复杂得多，面对未知的新型病毒，中国立马行动起来，

党中央、国务院高度重视，始终把人民群众的生命安全和身体健康

放在第一位，全力以赴做好防控工作，在全中国人民的全力配合下，

中国最终取得了“战役”的胜利.
思政元素：①我国医学专家团队通过建立数学的 SEIR 传染病

模型，科学地把握疫情的蔓延和传播趋势，从而能够帮助国家制

定有效的、科学的疫情防控措施，保障人民的生命安全.②结合

2020 年年初新冠肺炎疫情的爆发和蔓延，弘扬全国人民上下同心、

团结协作、顽强斗争，凝聚起众志成城抗击疫情的抗议精神，即：

“生命至上，举国同心舍生忘死，尊重科学，命运与共”.

案例 2【渔业资源的管理模型】
渔业资源是一种可再生资源，曾经被认为“取之不尽，用之不

竭” .但是，由于人类无节制地开发利用，目前世界上的许多鱼类

资源面临急剧减少或枯竭的状态.例如，1937 年南极须鲸的捕获量

为 280 万吨，而到了 1978 年只有 5 万吨；秘鲁凤尾鱼 1970 年的捕

获量为 1230 万吨，1978 年只有 50 万吨；我国东海大黄鱼 1974 年

的捕获量为 10.8 万吨，到了 1990 年却只有 0.2 万吨.
渔业资源所面临的严峻状态，使人们意识到：必须采取科学有

效的措施，控制捕捞率，使渔业资源维持在一个合理的水平上.否
则，会有越来越多的鱼类濒临灭绝，到那时，渔业资源将面临枯竭，

人们将无鱼可捕！

试建立渔业资源的自然增长模型和合理的捕捞模型，讨论渔业

资源数量的合理水平，并对渔业资源的合理开发和管理提出一些建

议.

分析评价

本案例先由经典的马尔萨斯人口模型和高铁的制动模型岀发，创设

情境，激发学生的探索欲望，同时在两个模型的基础上，恰当地融

入思政元素，引导学生树立学好数学的信心，增强学生的民族自豪

感。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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微分方程的基本概念：

思政要素切入点：1.对于 2003 年发生的 SARS 疫情，国内外学

者建立了大量的动力学模型研究其传播规律和趋势，通过传染病模

型的不断优化体现不断探索的专研精神.新冠疫情的大考体现出中

国制度优势，特别是钟南山，张伯礼的榜样精神.

2.微分方程是对自然科学和工程技术中各种不同系统的数学

描述，是解决实际问题的重要工具，在生物经济，物理化学，航空

航天，人文科学等学科中都有广泛应用，是数学理论联系实际的一

个重要桥梁，促使学生深刻领会数学建模思想，方法.

3.通解加初始条件得到一个特解，体现 不忘初心，牢记使命，

为实现中华民族伟大复兴这一目标努力奋斗.

思政目标：1.传染病模型的不断优化体现不断探索的专研精

神.新冠疫情的大考体现出中国制度优势，增强“四个自信”特别

是制度自信，特别是钟南山，张伯礼的榜样精神.

2.微分方程是数学理 论联系实际的一个重要桥梁，促使学生

深刻领会数学建模思想，方法，提高解决问题能力.

可离变量的微分方程：

思政要素切入点：1.Logistic 函数最初是解决人口增长问

题，但现在越来越复杂的模型激发学生们不断专研的工匠精神，

引导学生树立正确的人生观、世界观.
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2.铀是核原料，我国作为核大国，具有核威慑，培养爱国主义

精神，为科技兴国奋斗，结合日本的核废水事件，保持头脑清醒，

同一切反华势力作斗争.

思政目标：1.人口增长模型的不断优化激发学生创新精神，培

养刻苦钻研精神.

2.铀是核原料，作为核大国，培养爱国主义精神，为科技兴国

奋斗，与反华势力斗争.

齐次微分方程：

思政要素切入点：1.人贵有自尊之心，自立之举，自强之志.

立志而圣则圣，立而贤则贤.志不立，天下无可成之事.——王夫之

2.贵在有恒，成在有恒——非不能也，为不为也.

3.一个自然环境中有两个种群生存，它们之间的关系：相互竞

争；相互依存；弱肉强食.

当两个种群为争夺同一食物来源和生存空间相互竞争时，常见

的结局是，竞争力弱的灭绝，竞争力强的达到环境容许的最大容量.

两个种群相互竞争：

1 2
1 1 1 1

1 2

( ) 1 x xx t r x
N N


 

   
 



1 2
2 2 2 2

1 2

( ) 1 x xx t r x
N N


 

   
 



再生资源(渔业、林业等)与非再生资源(矿业等)：再生资源应

适度开发——在持续稳产前提下实现最大产量或最佳效益.

在捕捞量稳定的条件下，如何控制捕捞使产量最大或效益最

佳.

( ) ( ) (1 )xx t F x rx Ex
N

   


讨论：生活中诸如人口数量、种群的相互依存相互竞争，都可

以用微分方程来描述，那微分方程如何求解呢？

思政目标：1.结合生活实例，基于齐次与非齐次的辩证关系，

确定齐次方程的定义，培养学生人文素养和辩证思维的同时，让学

生深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助学生形成良好的学习习

惯、思维严谨、工作求实的作风；培养学生持之以恒、坚持不懈的

品质精神.

2.结合学生现状和当今形势，鼓励学生努力学习科学文化知

识.知识改变命运，知识带来进步，而这是一个长期的过程，需有

持之以恒的恒心、坚韧不拔的毅力、坚定不移的自信心，需具备持
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之以恒的意志品质.

一阶线性微分方程：

思政要素切入点：1.人贵有自尊之心，自立之举，自强之志.

立志而圣则圣，立志而贤则贤.志不立，天下无可成之事.——王夫

之

2.贵在有恒，成在有恒——非不能也，为不为也.

3.伯努利在物理学上的贡献有:

(1)1738 年出版了《流体动力学》一书，共 13 章.这是他最重

要的著作.书中用能量守恒定律解决流体的流动问题，写出了流体

动力学的基本方程，后人称之为“伯努利方程”，提出了“流速增

加、压强降低”的伯努利原理.

(2)他还提出把气压看成气体分子对容器壁表面撞击而生的效

应，建立了分子运动理论和热学的基本概念，并指出了压强和分子

运动随温度增高而加强的事实.

(3)从 1728 年起，他和欧拉还共同研究柔韧而有弹性的链和梁

的力学问题，包括这些物体的平衡曲线，还研究了弦和空气柱的振

动.

(4)他曾因天文测量、地球引力、潮汐、磁学、洋流、船体航

行的稳定、土星和木星的不规则运动和振动理论等成果而获奖.

在数学方面：

有关微积分、微分方程和概率论等，他也做了大量而重要的工

作.

思政目标：1.结合生活实例，基于齐次与非齐次的辩证关系，

确定齐次线性方程的定义，培养学生人文素养和辩证思维的同时，

让学生深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助学生形成良好的学习

习惯、思维严谨、工作求实的作风；培养学生持之以恒、坚持不懈

的品质精神.

2.通过讲解伯努利的事例，让学生在感受数学家魅力的同时，

树立远大理想，努力学习文化知识，为祖国的科技进步贡献自己的

力量.

可降阶的高阶微分方程：

思政要素切入点：“条条大路通罗马”原话是“All Roads

Lead to Rome”，这是一句谚语，出自《罗马典故》，是指做成一

件事的方法不止一种人生的路也不止一条等着我们发现.

相传条条大路通罗马这句话，最早出自罗马皇帝尤里安(julian

the apostate,331-363)之口。尤里安是君士坦丁一世(约

280-337)之侄。他博学多才，集学者、作家和将军于一身。古罗马
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原是意大利的一个小城邦.公元前 3世纪罗马统一了整个亚平宁半

岛.公元前 1世纪，罗马城成为地跨欧亚非三洲的罗马帝国的政治、

经济和文化中心.罗马帝国为了加强其统治，修建了以罗马为中心，

通向四面八方的大道.据史料记载，罗马人共筑硬面公路 8万公里.

这些大道促进了帝国内部和对外的贸易和文化交流.公元 8 世纪

起，罗马成为西欧天主教的中心，各地教徒前往朝圣者络绎不绝.

据说，当时从意大利半岛乃至欧洲的任何一条大道开始旅行，只要

不停地走，最终都能抵达罗马.更有趣的是，古罗马统治者为了调

兵遣将的方便，下令在大道的两旁种上大树，以便为行军的士兵遮

挡炎热的阳光.

条条大道通罗马可喻为：达到同一目的可以有多种不同的方法

和途径.

与汉语成语殊途同归，或俗话水流千里归大海相似.

思政目标：1.结合生活实例，基于微分和积分的辩证关系，培

养学生人文素养和辩证思维的同时，让学生深刻体会数学的科学性

和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的

作风；培养学生持之以恒、坚持不懈的品质精神.

2.通过讲解“条条大路 通罗马”的典故，让学生在领悟“人

生在世，可以选择 多种多样的成功，不同的选 择铸就不同的成

功”的同时，树立远大理想，努力学习文化知识，为祖国的科技进

步贡献自己的力量.

高阶线性微分方程：

思政要素切入点：设一个弹簧，上端固定，下端挂一个质量为

m的物体.取 x轴铅直向下，并取物体的平衡位置为坐标原点.给物

体一个初始速度 0 0v 
后，物体在平衡位置附近做上下振动.在振动

过程中，物体的位置 x是 t的函数： ( )x x t .

设弹簧在弹性系数为 c，则恢复力 f cx  .

又设物体在运动过程中受到的阻力的大小与速度成正比，比例

系数为则

dxR
dt



由牛顿第二定理得

2

2

d x dxm cx
dt dt

  

移项，并记
2n

m



，

2 ck
m


，
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则上式化为

2
2

2 2 0d x dxn k x
dt dt

  
，

这就是在有阻力的情况下，物体自由振动的微分方程.

如果振动物体还受阻到铅直扰力
sinF H pt

的作用，则有

2
2

2 2 sind x dxn k x h pt
dt dt

  

其中

Hh
m


.这就是强迫振动的微分程。

方通过微分方程在物理领域里的应用，即 让学生能感受到简

单的数学建模思想，又从实际问题中学会该类问题的解法，让学生

深刻感受到数学的重要性.

思政目标：1.结合生活实例，基于微分和积分的辩证关系，培

养学生人文素养和辩证思维的同时，让学生深刻体会数学的科学性

和严谨性，帮助学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的

作风；培养学生持之以恒、坚持不懈的品质精神.

2.通过讲解“条条大路 通罗马”的典故，让学生在领悟“人

生在世，可以选择 多种多样的成功，不同的选 择铸就不同的成

功”的同时，树立远大理想，努力学习文化知识，为祖国的科技进

步贡献自己的力量.

常系数齐次线性微分方程：

思政要素切入点：设有一个弹簧，上端固定，下端挂一个质量

为m的物体.取 x轴铅直向下，并取物体的平衡位置为坐标原点.

给物体一个初始速度 0 0v 
后，物体在平衡位置 x附近作上下振动

在振动过程中，物体的位置是的函数：
( )x x t

设物体只受弹性恢复力 f 的作用，且在初始时刻 0t  的位置为

0x x
，初始速度为：

0 0t
dx v
dt  

，

求反映运动规律的函数

( )x x t .

解：由于不计阻力，即假设
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0dx
dt

 
，

所以第六节中的强迫震动方程就变为：

2
2

2 0d x k x
dt

 

这个方程称为无阻尼自由震动的微分方程.该方程为二阶常系

数齐次微分方程，

通过微分方程在物理领域里的应用，即让学生能感受到简单的

数学建模思想，又从实际问题中学会该类问题的解法，让学生深刻

感受到数学的重要性

通过对第六节加以修改条件将二阶常系数非齐次线性微分方

程变为二阶常系数齐次线性微分方程的过程，让学生体会具体问题

具体分析，让其明白：事物发展的内外 因，只要把握好做题的关

键，即内因是根据，

外因是条件，外因通过内因而起作用.

思政目标：1.通过对第六节加以修改条件将二阶常系数非齐次

线性微分方程变为二阶常系数齐次线性微分方程的过程，让学生体

会具体问题具体分析，让其明白：事物发展的内外因，只要把握好

做题的关键，即内因是根据，外因是条件，外因通过内因而起作用.

2.通过二阶常系数齐次线性微分方程通解公式的推导，让学生

深刻体会数学的科学性和严谨性.

常系数非齐次线性微分方程：

思政要素切入点：弹簧上端固定，下端挂一个质量为m的物体.

取 x轴铅直向下，并取物体的平衡位置为坐标原点.给物体一个初

始速度 0 0v 
后，物体在平衡位置附近作上下振动在受力不同的情

况下所发生的震动为：强迫振动的微分方程

并得到了方程：

2
2

2 2 sind x dxn k x h pt
dt dt

  

这就是强迫振动的微分方程，为一个二阶线性微分方程.

若设该物体受弹性恢复力 f 和铅直干扰力F的作用，试求物

体的运动规律.
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这里就需要求出无阻力强迫振动方程

2
2

2 sind x k x h pt
dt

 

的通解，由于该方程为二阶常系数非齐线性 微分方程，求其

通解应该是其齐次方程的通 解加上该方程的一个特解，其对应的

齐次方 程的通解上节课已经讲过了，下面就用待定 系数法求该方

程的一个通解.

思政目标：1.通过微分方程在物理领域里的应用，即让学生能

感受到简单的数学建模思想，又从实际问题中学会该类问题的解

法，让学生深刻感受到数学的重要性.

2.通过求特解的计算，培养学生认真细致的学习态度.

分析评价

本案例通过微分方程在物理领域、生物学领域、医学领域里的应用，

即让学生能感受到简单的数学建模思想，又从实际问题中学会该类

问题的解法，让学生深刻感受到数学的重要性.

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处



100

案例编号 AME031

案例标题 可降阶的高阶微分方程

案例来源 购买

内容简介

先由悬链线模型岀发，创设情境，激发学生的探索欲望，同时

在此模型的基础上，恰当地融入思政元素，引导学生树立学好数学

的信心。

关 键 词 高阶微分方程

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 树立学好数学的信心

素材长度 2880

案例正文

一、结合实际，情景导入

在日常生活和科学领域研究中，利用一阶微分方程解决实际问

题具有局限性，往往需要借助高阶微分方程建立数学模型，解决实

际问题，比如：

导入：如图 1所示，这是河边的一段防护栏，那么铁链自然下

垂形成的曲线是什么图形？是抛物线吗？事实上，这种两端固定的

一条（粗细与质量分布）均匀、柔软（不能伸长）链条，在重力作

用下自然下垂所形成的曲线称为悬链线，例如悬索桥、挂着水珠的

蜘蛛网、两根电线杆之间的电线（图 2）等，都有着相似的曲线形

态，那么悬链线的曲线方程是什么？如何求解？这需要借助新的工

具一一高阶微分方程.

图一 图二

思政元素

【悬链线的起源】

悬链线问题源于达•芬奇的画作《抱银貂的女

人》.当达•芬奇在画女人脖颈上悬挂的黑色

珍珠项链时，开始思索这样一个问题：固定
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项链的两端，使其在重力的作用下自然下垂，那么项链所形成的曲

线是什么？达•芬奇本人并没有解决这个问题，但是该问题存在多

年且一直被人研究.

17 世纪意大利著名天文学家伽利略误认为这曲线是抛物线，

与伽利略同时期的笛卡尔也有类似的

猜测.1646 年，荷兰物理学家惠更斯通过物

理方法证明这条曲线不是抛物线，但也未能

给出其具体数学函数形式.直到 1690 年，历

经 170 年的悬链线问题终于被惠更斯、莱布

尼茨和约翰•伯努利解决,确定了悬链线的

数学形式.

在中国，古人们很早以前便在桥梁建设中运用了悬链线，据明
万历《新昌县志》记载，在我国江南水乡浙江绍兴发现的迎仙桥，
是我国最古老的近似于悬链线拱的石拱桥，这比悬链线理论的传入
早了一个世纪.

二、探究新知，形成概念

高阶微分方程指的是二阶及二阶以上的微分方程.由于高阶微

分方程的求解通常比一阶微分方程困难得多，因此对于高阶微分方

程常常不是直接考虑方程的求解，而是设法通过降阶将其转化为低

阶微分方程来求解.可以通过变量代换化为较低阶方程的高阶微分

方程称为可降阶的微分方程.

1    ny f x 型的微分方程

微分方程

   ny f x （2-1）

观察：方程的右端仅含有自变量 x .
提问:方程    ny f x 如何降阶？

容易看出，只要把  1ny 
作为新的未知函数，那么（2-1）式就

是新未知函数的一阶微分方程.两边积分，就得到一个 1n  阶的微

分方程

   1
1

ny f x dx C  
同理可得

   2
1 2[ ]ny f x dx c dx C    

依次法继续进行，接连积分 n次，得到方程的（2-1）有的含

有 n个任意常数的通解.

例一 求微分方程 2 cosxy e x   的通解
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解 该方程是形如    ny f x 的可降阶的三阶方程，对这类

方程只需逐次积分就可求得方程的通解.

对所给方程接连积分三次，得

21 sin
2

xy e x C   

2
2

1 cos
4

xy e x Cx C    

2 2
1 2 3 1

1 sin ( )
8 2

x Cy e x C x C x C C      这就是所求的通解.

2  ,y f x y  型的微分方程

微分方程

 ,y f x y  （2-2）

观察：方程的右端不明显地含未知函数 y .
提问：方程  ,y f x y  如何降阶？

如果我们设 y p  ，那么

dpy p
dx

  

而方程（2-2）就成为 ( , )p f x p  .这是一个关于变量 x， p的
一阶微分方程，其中 x是自变量， p是未知函数.设其通解为

1( , )p x C

但是
dyp
dx

 ，因此又得到一个一阶微分方程 1( , )dy x C
dx

 .对

它进行积分，便得到方程（2-2）的通解为

1 2( , )f x C dx C 
3 ( , )y f y y  型的微分方程

微分方程

( , )y f y y  （2-3）

观察：方程的右端不明显的含自变量 x .
提问：方程 ( , )y f y y  如何降阶？

自主探究：如果我们设 y p  ，那么
dpy p
dx

  

而方程（2-3）就成为 ，这里注意 是关于 的未

知函数，该方程不是一阶微分方程，没有实现降阶的目的，怎么办？

我们令 ，并利用复合函数的求导法则把 化为对 的导函

数，即

这样，方程（2-3）就成为
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dp dp dy dpy p
dx dy dx dy

   

这样，方程（2-3）就成为 ( , )dpp f y p
dy



这是一个关于变量 ,y p的一阶微分方程，这里 y是自变量， p
是未知函数.设它的通解为

1( , )y p y C  

分离变量并积分，便得到方程（2-3）的通解为

2
1( , )

dy x C
y C

 

例 2 求微分方程 2 0yy y   的通解.

解 设 y p  ，则
dpy p
dy

  ，代入方程得

2 0dpyp p
dy

 

在 0, 0y p  时，约去 p并分离变量，得

dp dy
p y


两端积分得

ln lnp y C 

即 1p C y 或  1 1
cy C y C e    .再分离变量并两端积分，便得

到方程的通解为
1

2
C xy C e

三、尝试探究，深化概念

针对悬链线问题，尝试建立微分方程的数学模型，利用高阶微

分方程的相关知识，获得悬链线的方程，深化概念.

【曲线悬链线的方程】

设有一均匀、柔软的绳索（如图所示），两端固定，绳索仅受重力

的作用而下垂.试问绳索在平衡状态时是怎样的曲线？
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解 以绳索的最低点为 A.取 y轴通过 A铅直向上，并取 x轴
水平向右，且 OA 等于某个定值（这个定值将在以后说明）.设绳

索曲线的方程为 ( )y x .考察绳索上点A到另一点 ( , )M x y 间的一

段弧长AM ，设其弧长为 s .假设绳索的线密度为  ，则弧AM 所

受重力为 gs .由于绳索是柔软的，因而再点 A 处的张力沿水平的

切线方向，其大小设为 H；在点 M处的张力沿该点处的切线方向，

设其倾角为，其大小为 T.因作用于弧段AM 的外力相互平衡，把

作用于弧AM 上的力沿铅直及水平两方向分解，得

sin , cosT gs T H   
将此两式相除，得

1tan ( )
g
Hs a

a



 

由于 tan y  ， 2

0
1

x
s y dx  ，代入上式即得

2

0

1 1
x

y y dx
a

  

将上式两端对 x求导，便得到 ( )y x 满足的微分方程

21 1y y
a

  

取原点 O 到点 A 的距离为定值 a，即 OA a ，那么初值条件

为

0 0, 0x xy a y  

综合上述分析，求解绳索的曲线方程 ( )y x 就归结为求解如

下初值问题

2

0 0

1 1

, 0x x

y y
a

y a y 

  

 





上述方程属于 ( , )y f x y  的类型.

设 y p  ，则
dpy p
dx

   ，代入方程，分离变量得

2

1
1
dp dx

ap




两端积分得

2
1ln( 1 ) xp p C

a
   
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案例 1【交通事故调查】

在公路交通事故现场，常会发生事故车辆的车轮底下有一段拖

痕.这是紧急刹车后制动片抱紧制动箍使车轮停止了转动，由于惯

十生的作用，车轮在地面上摩擦滑动而留下的.如果在事故现场测

得拖痕长度为 10m,事故调查人员应如何判定事故车辆在紧急刹车

前的车速？

案例 2【方形车轮自行车，也能跑起来】

大家都知道，自行车的车轮基本是圆形的，在平坦的地面上可

以平稳行进，如果我们把自行车的车轮换成方形的（图 1）,它还

能顺利地跑起来吗？事实上，方形车轮无法在平地上自由行驶，但

是只要将正方形车轮放在倒置悬链线路面上，自行车依然可以平稳

行驶（图 2）.这是因为正方形的车 轮沿着倒置的悬链线滚动时，

正方形车轮的重心始终在同一条水平线上，这就保证了自行车行驶

平稳，这一点同学们可依据悬链线理论建立合适的数学模型自主研

究.

分析评价

本案例先由悬链线模型岀发，创设情境，激发学生的探索欲望，同

时在此模型的基础上，恰当地融入思政元素，引导学生树立学好数

学的信心。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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内容简介

本节以三峡水电站三峡大坝的泄洪情况，引出向量积的计算问题。

让学生感受三峡大坝是我国的大国重器，进一步提升民族责任感和

自豪感，培养学生的爱国精神.通过向量积坐标表示的行列式记法，

使学生欣赏数学的对称美，感受到数学上的统一美．

关 键 词 数量积；向量积；

编写时间 2021-8-29

编 著 者 黄丽琼讲师，数学与计算机应用学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 树立学好数学的信心，增强学生的民族自豪感

素材长度 1206

案例正文

数量积与向量积：

思政要素切入点：1.三峡水电站，即长江三峡水利枢纽工程，

又称三峡工程.三峡水电站是目前全世界最大的水力发电站和清洁

能源生产基地,也是目前中国有史以来建设最大型的工程项目.三

峡水电站的功能有十多种，航运、发电、种植等等. 2020 年 8 月，

长江 2020 年第 5 号洪水已在长江上游形成，三峡水利枢纽迎来建

库以来最大的洪峰，当时开启 11 孔泄洪.这是当今世界上最大的水

利发电工程—三峡大坝泄洪图.

思考：拦水坝单位时间内通过一曲面从坝的一侧流向另一侧河

水的质量该如何计算？

2.向量积坐标表示的行列式记法

x y z

x y z

i j k
a b a a a

b b b
 

思政目标：1.让学生感受三峡大坝是我国的大国重器，进一步

提升民族责任感和自豪感，培养学生的爱国精神.

2.通过向量积坐标表示的行列式记法，使学生欣赏数学的对称

美，感受到数学上的统一美．

空间直线及其方程：

思政要素切入：欧几里得——古希腊人，数学家.他被称为“几

https://baike.so.com/doc/1280087-1353546.html


107

案例正文

何之父”，他最著名的著作《几何原本》是欧洲数学的基础，

提出五大公设(任意一点到另外任意一点可以画直线，:以任意点为

心及任意的距离可以画圆等).欧几里得几何，被广泛的认为是历史

上最成功的教科书.欧几里得也写了一些关于透视、圆锥曲线、球

面几何学及数论的作品.

欧几里得也是一位治学严谨的学者，他反对在做学问时投机取

巧和追求名利，反对投机取巧、急功近利的作风.尽管欧几里得简

化了他的几何学，国王(托勒密王)还是不理解，希望找一条学习几

何的捷径.欧几里德说：“在几何学里，大家只能走一条路，没有

专为国王铺设的大道.”(求知无坦途)这句话成为千古传诵的学习

箴言.

思政目标：通过实例引入内容，培养学生对待科学的严谨态度，

努力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情.

曲面及其方程：

思政要素切入点：望远镜的设计二次曲面的一个重要应用是设

计透镜，以用于望远镜、显微镜等光学仪器的制作.1609 年夏天听

说荷兰人发明了望远镜之后，伽利略立刻动手造了一台，并不断改

进，使之达到了 33 倍的大倍数.当他把望远镜对准天空的时候，他

看到了天堂的面貌，并立即宣布，他证明了哥白尼体系的真理性.

可惜，他的望远镜没有保留下来.可幸的是，牛顿也造了一台望远

镜，并保留了下来，现保存在英国皇家协会的收藏室.牛顿不但是

著名的数学家和物理学家，也是一位出色的实验家和能工巧匠，望

远镜的镜片是他亲手打磨的.在牛顿制造望远镜不久，法国科学院

接到一个报告，一位名叫卡塞格伦造了一台反射望远镜.卡塞格伦

的望远镜与牛顿的望远镜的不同之处仅在于中间的反射镜，牛顿用

的是平面，卡塞哥伦用的是双曲面.定积分基本公式，全部源于积

分的定义与基本性质，而这些公式会被运用在各种积分问题的解决

中.积分的定义与基本性质是少量的，而基于积分的定义和基本性

质推导出来的“定积分基本公式”是很多的，而且这个“很多”是

用来解决“更多甚至无穷”的问题.

思政目标：通过实例引入内容，培养学生对待科学的严谨态度，

努力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情.

空间直线及其方程：

思政要素切入点：勒奈·笛卡尔(Rene Descartes) ,1596 年 3

月 31 日生于法国都兰城.笛卡尔是伟大的哲学家、物理学家、数学

家、生理学家.解析几何的创始人.笛卡儿是欧洲近代资产阶级.
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哲学的奠基人之一，黑格尔称他为“现代哲学之父”.他自成体系，

熔唯物主义与唯心主义于一炉，在哲学史上产生了深远的影响.同

时，他又是一位勇于探索的科学家，他所建立的解析几何在数学史

上具有划时代的意义.他的普遍方法的一个最成功的例子，是笛 卡

尔运用代数的方法的来解决几何问题，确 立了坐标几何学即解析

几何学的基础.笛卡尔的方法论中还有两点值得注意.第一，他善于

运用直观“模型”来说明物理现象.例如利用“网球”模型说明光

的折射；用“盲人的手杖”来形象地比喻光信息沿物质作瞬时传

输；用盛水的玻璃球来模拟并成功地解释了虹霓现象等.第二，他

提倡运用假设和假说的方 法，如宇宙结构论中的旋涡说.此外他还

提出“普遍怀疑”原则.这一原则在当时的历史条件下对于反对教

会统治、反对崇尚权威、提倡理性、提倡科学起过很大作用.

我们要学习科学家善于思考，多方面发展，努力为国家做贡献.

思政目标：通过螺旋线实例引入内容，培养学生对待科学的严

谨态度，努力学习科学知识，为国做贡献，激发爱国热情.

分析评价

本案例以三峡水电站三峡大坝的泄洪情况，引出向量积的计算问

题。让学生感受三峡大坝是我国的大国重器，进一步提升民族责任

感和自豪感，培养学生的爱国精神.通过向量积坐标表示的行列式

记法，使学生欣赏数学的对称美，感受到数学上的统一美．

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处

http://www.so.com/s?q=%E5%A5%A0%E5%9F%BA%E4%BA%BA&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E5%93%B2%E5%AD%A6%E5%8F%B2&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E7%A7%91%E5%AD%A6%E5%AE%B6&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%8F%B2&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%8F%B2&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E4%BE%8B%E5%AD%90&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E4%BB%A3%E6%95%B0&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E8%A7%A3%E6%9E%90%E5%87%A0%E4%BD%95%E5%AD%A6&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E8%A7%A3%E6%9E%90%E5%87%A0%E4%BD%95%E5%AD%A6&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E6%AF%94%E5%96%BB&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E5%81%87%E8%AE%BE&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E5%81%87%E8%AF%B4&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn
http://www.so.com/s?q=%E5%AE%87%E5%AE%99%E7%BB%93%E6%9E%84&ie=utf-8&src=internal_wenda_recommend_textn


109

案例编号 AME033

案例标题 空间直角坐标系

案例来源 购买

内容简介

从百岁山广告引入，介绍广告背后蕴含的故事，引出解析几何

之父—笛卡尔.再介绍空间直角坐标系的概念，在此基础上讲解空

间点的坐标和空间两点间的距离公式.在讲解几何知识的同时，向

学生介绍几何学的产生和发展历史，恰当引入思政元素以及几何学

在实际生活中的应用，教育学生所学的知识都是来源于生活的.鼓

励学生用所学知识解决生活中的问题。

关 键 词 空间直角坐标系、两点间的距离、集合概念

编写时间 2022-3-9

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 数学知识来源于生活，鼓励学生用所学知识解决生活问题

素材长度 2880

案例正文

一、结合史话，情境导入

百岁山广告的故事讲的是 1950 年发生在斯德哥尔摩街头的一

件事，52 岁的笛卡尔邂逅了 18 岁瑞典公主克莉丝汀.笛卡尔落魄

无比、穷困潦倒又不愿意请求别人的施舍，每天只是拿着破笔破纸

研究数学题.有一天，克莉丝汀的马车路过街头发现了迪卡尔是在

研究数学.公主便下车询问，最后笛卡尔发现公主很有数学天赋，

道别后的几天笛卡尔收到通知，国王要求他做克莉丝汀公主的数学

老师.其后几年中相差 34 岁的迪卡和克里斯汀相爱，国王发现并处

死了笛卡尔.在最后笛卡尔写给克莉丝汀的情书中出现了

)sin1(  ar 的数学坐标方程，解出来是个心形图案，就是著名的

“心形线”这封情书最后被收录到欧洲笛卡尔博物馆.

笛卡尔最为世人熟知的是其作为数学家的成就.他于 1637 年

发明了现代数学的基础工具之一—坐标系，将几何和代数相结合，

创立了解析几何学.

思政元素

几何学家笛卡尔的故事
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问题引入

平面解析几何，一元函数微分学有了直观的几何意义，为了更

好地学习多元函数微积分，我们需要了解空间解析几何的相关知

识.

二、开宗明义，讲述概念

将数轴（一维）、平面直角坐标系（二维）进一步推广建立空

间直角坐标系（三维）

从空间任一点，引三条相互垂直且有相同单位长度的数轴，分

别称为 )(横轴轴x 、 )(纵轴轴y 、 )(竖轴轴z .

按习惯,把 轴轴、yx 放置在水平面上，轴z 放在垂直位置上，点 称O
为坐标原点，这样就构成了空间直角坐标系.

他们的正向按右手螺旋法确定，以右手握住 轴z ，当四个手指

从 轴x 正向以 90 度转向轴正向时，大拇指的指向即为 轴z 正向.

任 意 两 个 轴 确 定 一 个 平 面 ， 称 为 坐 标 面 ，

面面和面、即 zOxyOzxOy
三个坐标面分为八个部分，每一个部分称为一个卦限，共八个

卦限，含有 轴轴、轴、 zyx 正半轴的卦限称为第一卦限，在 面xOy 的

上方，按逆时针方向确定第二、三、四卦限.第五到第八卦限在

面xOy 的下方，分别与前四个对应.

空间每个卦限内的点的坐标分别为：Ⅰ（+，+，+），Ⅱ（-，+，

+），Ⅲ（-，-，+），Ⅳ（+，-，+），Ⅴ（+，+，-），Ⅵ（-，+，-），

Ⅶ（-，-，-），Ⅷ（+，-，-）.

思政元素：

《周易》是中国传统思想文化中自然哲学与人文实践的理论根

源，是古代汉民族思想、智慧的结晶，被誉为“大道之源”，内容

极其丰富，对中国几千年来的政治、经济、文化等各个领域都产生

了极其深刻的影响。
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三、尝试探究，深化概念

1空间直角坐标系中的的坐标

设 M 为空间中任一点，过 M 点做三个平面分别垂直于

轴轴、轴、 zyx ，它们与三个坐标轴的交点分别为 RQP 、、 ，这三

点在 轴轴、轴、 zyx 上的坐标为 zyx 、、 ,用 ),,( zyx 表示.反之，

任给一组有序数组 yx、 和 z ,它们分别与 轴轴、轴、 zyx 上的对应

点为 ,,, RQP 过 ,,, RQP 分别作垂直于 轴轴、轴、 zyx 的平面，三平

面交于点M .这样，一个有序数组 ),,( zyx 就确定了空间唯一的一

个点M .

由此，通过空间直角坐标系，就建立了空间中任一点M 与有序数

组 ),,( zyx 之间的一一对应关系,称有序数组 ),,( zyx 为点M 的坐

标, zyx 、、 分别称为点M 的横坐标，纵坐标,竖坐标.特别的,坐标

轴与坐标面上的点有一定的特征，在 zyx 、、 轴上的点的坐标分别

为 ),0,0()0,,0()0,0,( zyx 、、 ,在 面面、面、 zOxyOzxOy 上的坐标分别为

),0,(),,0()0,,( zxzyyx 、、 ，坐标原点O的坐标为 )0,0,0( 。

2空间两点间的距离公式

在 数 轴 上 ， )()( 2211 xMxM 、 两 点 间 的 距 离 公 式 为

2
121221 )( xxxxMMd 

在 平面 上 , ),(),( 222111 yxMyxM 、 两 点间 的 距 离公 式 为

2
12

2
1221 )()( yyxxMMd  ，

上式称为空间中两点间的距离公式.

那么，在空间中，任意两点 ),,(),,( 222111 zyxMzyxM 、 之间的

距离是多少？我们可以证明

2
12

2
12

2
1221 )()()( zzyyxxMMd 

特别地，设 ),,( zyxM 为空间任意一点，则有 OM到原点 的距离

222)( zyxOMd 

四、巩固练习，拓展应用

14)12()31()47( 222
21 MM
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6)23()12()75( 222
32 MM

6)13()32()45( 222
31 MM

所以 3231 MMMM 
.

故 321 MMM
是等腰三角形.

思政元素：几何与生活

案例 1【埃及金字塔为何建成四棱锥性？】

先做一个实验：把一定数量的、沙、碎石子，分别从上向下慢

慢倾倒，就会形成三个圆锥体，测量发现它们的锥角都是 52 .这

样自然形成的角是最稳定的角，称为“自然塌落现象的极限角和稳

定角”.金字塔正好是 "9'5051 ，说明它就是按照这种“极限角和稳

定角”来建造的.沙漠的风是暴力的，由于金字塔独特的造型，迫

使凌厉的风势不得不沿着塔的斜面或棱角缓缓上升，塔的受风面由

下而上，越来越小，在到达塔顶的时候，塔的受风面趋近于零. 52

“角”，方锥体的“形”的金字塔稳定之谜.

案例 2【圆形在产品设计中的应用】

在建筑上，圆形的建筑物更有利于减少风的阻力，从而减少了

高楼风的形成概率，圆形建筑物的地基更稳固.从传热学上讲，圆

形更能节省能源，因为圆形是放热最少的形状，保温杯通常都是圆

形的就是这个道理，天气很冷的时候猫科动物都喜欢将自己的身体

蜷缩起来也是这个道理.圆是轴对称图形，也是中心对称图形.周长

相同时，几何形中面积最大.在机械中，磨损最小，阻力最小而且

美观，经济也很实用.因此，由于圆的种种优点,它被广泛应用在生

活的方方面面，例如，井盖、车轮、方向盘、帽子、电风扇、家具、

电灯等.

分析评价

本案例从百岁山广告引入，介绍广告背后蕴含的故事，引出解析几

何之父—笛卡尔.再介绍空间直角坐标系的概念，在此基础上讲解

空间点的坐标和空间两点间的距离公式.在讲解几何知识的同时，

向学生介绍几何学的产生和发展历史，恰当引入思政元素以及几何

学在实际生活中的应用，教育学生所学的知识都是来源于生活的.

鼓励学生用所学知识解决生活中的问题。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME034

案例标题 空间曲线

案例来源 购买

内容简介

从介绍美丽的建筑出发，引出空间曲线相应问题，让学生对空

间曲线来源于生活更服务于生活有了深入了解，理解数学之美，激

励学生为祖国建设做出贡献。

关 键 词 空间曲线

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 理解数学之美，激励学生为祖国建设做出贡献

素材长度 1020

案例正文

一．空间曲线的概念

首先，用一幅幅美丽的建筑物引入，介绍这些建筑之美，接着

把这些建筑的曲线设计与空间曲面与曲线结合，自然的引出空间曲

面以及空间曲线的问题。

再谈到中国国家大剧院外部为钢结构壳体，成半椭球形，造

型完全由曲线组成，自然的贝壳造型保证了它的坚固度。明朝吴

中“四才子”之一祝允明在其诗作《杂题画景》中描述“面面青

山曲曲溪，流云易度石墙低”。曲面的画感扑面而来。

通过实际生活中的例子，将抽象内容和具体例子的结合，比

较自然地引入曲面方程概念。

1.曲面方程的概念

像在平面解析几何中将平面曲线当做动点的轨迹一样，在空间

解析几何中任何曲面都可看作是点的几何轨迹，在这样的意义下，

我们有
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定义：如果曲面 S上每一点的坐标都满足方程 0),,( zyxF ；

而不再曲面 S上的点的坐标都不满足方程 0),,( zyxF ，则称方程

0),,( zyxF 为曲面的方程，称曲面 S为方程 0),,( zyxF 的图形。

2.空间曲线的方程

空间曲线的一般方程

空间曲线 C可以看做两张曲面的交线。

设 0),,(1 zyxF 和 0),,(2 zyxF 是两张曲面 S1，S2的方程，他

们的交线为 C，则曲线 C上的点必定同时满足 S1，S2的方程，不在

C上的点一定不能同时满足这两个方程，因此联立方程组

�1 �, �, �
�2(�, �, �) (1)

即为空间曲线 C的方程，方程组（1）称为空间曲线 C 的一般

方程。

思政元素：从中国国家大剧院外部钢结构半椭球形的完美曲

线，再谈到明朝吴中“四才子”之一的祝允明的《杂题画境》，生

活中的曲面美景扑面而来，引发学生对曲面、曲线学习的兴趣。

展示曲线之美，展示国人审美，特别介绍我国古代精美建筑，

培养科学的审美，增强学生的自信心和民族自豪感。
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空间曲线的参数方程

在空间直角坐标系中，若将曲线 C上的动点 x、y、z分别表示

参数 t的函数

当 给 定 � = �1 时 ， 就 得 到 曲 线 C 上 的 一 个 点 （ �

(�1),y(�1),z(�1)）;随着�的变动，便可以得到曲线 C上的全部点。

方程组（2）称为空间曲线 c的参数方程。

从参数方程（2）中消去参数 t便可得到空间曲线的一般方程（1）。

在实际问题中，特别是求物体运动的轨迹时，常常用到参数方程。

3．螺旋线

如果空间一点 m 在圆柱面�2 + �2 = �2上，以角速度�绕 Z 轴

旋转，同时又以线速度�沿平行于 Z 轴的正方向上升（其中�、�

都是常数），那么点�的轨迹曲线称为螺旋线。

取时间�为参数设，当� = 0 时，动点位于 x轴上的一点 A（a,0,0）

处经过时间�,动点由�运动到�(x,y,z)记点�在���平面上的投影

为�'。点�'的坐标为（x,y,0），由于动点在圆柱面上以讲速度�

绕 z轴旋转，所以经过时间∠AO�'= ��从而

� = ��' cos ∠AO�'= � cos ��,

� = ��' sin ∠AO�'= � sin ��,

又由于动点同时以线速度�为沿平行于�轴的正方向上升所以

� = �'� = ��

� = � � ，

� = � � ， (� ≤ � ≤ �)
� = � � ，

(2)
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因此螺旋线的参数方程为

� = � cos ��,
� = � sin ��,

� = ��,

如果令参数� = ��,并记� = �
�

,则螺旋线的参数方程也可以写作

� = �����,
� = �����

� = ��.
,

螺旋线是一种常见的曲线，比如机用螺丝的外圆曲线就是螺旋

线。当�从�0变到�0 + �时，�由��0变到��0 + ��。这说明当��'

转过角α时,M 点沿螺旋线上升了高度 ba。及上升的高度与转过的

角度成正比 b在工程技术上称为螺距。

思政元素：在图形的基础上建立空间模型，进而解决数学问题。

是学生学会独立思考，发散思考，遇到事情要积极应对，直面问

题。要向科学家学习，遵循科学规律，善于发现，不断总结，推

进社会进步。

例 1. 建立球心在点�0(�0, �0, �0)、半径为 R的球面方程。

解：设�(�, �, �)是球面上任一点，那么 M到球心�0的距离都等于 R，

既有�0� = �，由于

�0� = (� − �0)2 + (� − �0)2 + (� − �)2，所以

(� − �0)2 + (� − �0)2 + (� − �)2 = �2

这就是球面上的点的坐标所满足的方程，而不是在球面上的点

的坐标都不满足这一方程，所以方程就是以点�0(�0, �0, �0)为球。
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分析评价

本案例从介绍美丽的建筑出发，引出空间曲线相应问题，让学生对

空间曲线来源于生活更服务于生活有了深入了解，理解数学之美，

激励学生为祖国建设做出贡献。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME035

案例标题 多元函数的基本概念

案例来源 购买

内容简介

多元函数本质为多个变量变化引起另外一个变量按照对应关系发生

变化。就像一个集体的每一个成员都是一个变量，每一位成员的行为

都会给整个集体带来不同的影响，如果每一位同学追求进步，班风和

校风自然就积极向上，同样，每一个公民做好自己的本职工作，国家

自然富强.

关 键 词 多元函数；平面点集；区域；多元函数极限

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 集体主义精神

素材长度 2304

案例正文

问题引入

在几何学中，矩形面积依赖于长和宽，而立方体体积则依赖于长、

宽、高三条边的长度.

某企业生产销售三种商品，它们的市场销售价格相对固定，分别

为�1、�2、�3,同时它们的月销售量均不超过 100 件，分别用 �1、�2、

�3表示，那么企业三种商品月销售收入总量 R可表示为:

� = �1 ⋅ �1 + �2 ⋅ �2 + �3 ⋅ �3

上面几个具体的实际问题虽然表现形式有所不同，但都是研究一

个变量与另外多个变量之间的联系，是一种普遍存在的关系.

思政元素

正如唐代王之涣在《登鹳雀楼》里所说:“白日依山尽，黄河入海流.

欲穷千里目，更上一层楼.”

多元函数相关概念，极限与连续

我们类比一元函数� = � � 的概念形成，将这种关系抽象、归纳，

引人二元函数的概念，并进一步推广到多元函数.

由于二元函数相比一元函数，其自变量增加为两个，因此函数的

定义域、值域、几何表示等方面都有变化，因此在给出二元函数的定

义之前，首先给出定义域的表示方法，即平面点集的相关概念.

1平面点集、区域

平面点集:平面上具有某种性质的点的集合 E.[类似数轴上的点
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的集合(区间)]

(1)邻域 设�0 �0, �0 是 xoy平面上的一个点，δ是某一正数，与

点�0 �0, �0 距离小于δ的点� �, � 全体，称为点�0的δ邻域，记为

� �0, � 。

� �0, � = � ��0 < �

= �, � � − ��
2 + � − �0

2 < �

(2)点集 E的几类点

内点:设 E是平面上的一个点集，P是平面上的一个点,如果存在

点 P的某一个邻域 � � 满足� � ⊂ �，则称 P为 E的内点.

外点:设 E是平面上的一个点集，P是平面上的一个点,如果存在

点 P的某一个邻域 � � 满足� � ∩ � = ∅,则称 P为 E的外点.

边界点:设 E是平面上的一个点集，P是平面上的一个点，如果

点 P的任一个邻域 � � 内既有内点，又有外点则称 P为 E的边界点，

边界点的全体称为边界.

聚点:设 E是平面上的一个点集，P是平面上的一个点,如果点 P

的任一个邻域 � � 内总有无限多个点属于 E，则称 P为 E的聚点(即

内点和边界点)(类似区间端点).

(3)区域(常用的平面点集)

开集:如果点集 E的点都是内点，则称 E为开集.

连通集：E内任意两个点，均可以用 E中折线连接起来，则称 E

是连通集.

开区域:连通的开集称为区域或开区域.

闭区域:开区域连同它的边界一起构成的点集.

有界域：∃� > 0 使� ⊂ � �, � .反之为无界域.

例如：�1 = �, � 1 < �2 + �2 < 4 为开集、连通集、有界集；

�2 = �, � �2 + �2 ≥ 4 为闭集、无界集.

例如： �, � 1 ≤ �2 + �2 ≤ 4 为有界闭区域；

�, � � + � > 0 为无界开区域.
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注意：

内点一定是聚点；点集 E的聚点可以属于 E，也可以不属于 E，

例如 �, � 0 < �2 + �2 ≤ 1 ，(0,0)是聚点但不属于集合.

例如 �, � �2 + �2 = 1 ，边界上的点都是聚点，也都属于集合.

2多元函数概念

(1)二元函数的定义设 D是平面上的一个点集，如果对于每个点

� �, � ∈ �，变量 z按照一定的法则总有确定的值和它对应，则称 z

是变量 x、y的二元函数，记为� = � �, � [或记为点函数 � = � � ].

类似地可定义三元及三元以上函数.

当 n≥2 时，n元函数统称为多元函数.

思政元素

多元函数本质为多个变量变化引起另外一个变量按照对应关系

发生变化。就像一个集体的每一个成员都是一个变量，每一位成员的

行为都会给整个集体带来不同的影响，如果每一位同学追求进步，班

风和校风自然就积极向上，同样，每一个公民做好自己的本职工作，

国家自然富强.

多元函数中同样有定义域、值域、自变量、因变量等概念.

(2)求二元函数 � = � �, � 的定义域

例 1 求� �, � = ������ 3−�2−�2

�−�2 的定义域.

解
3 − �2 − �2 ≤ 1

� − �2 > 0
⇒ 2 ≤ �2 + �2 ≤ 4

� > �2

所求定义域为

� = �, � 2 ≤ �2 + �2 ≤ 4, � > �2

(3)二元函数 � = � �, � 的图形及几何意义.

设函数 � = � �, � 的定义域为 D，对于任取� �, � ∈ �，对应的

函数值为 � = � �, � ，这样，以 x为横坐标、y为纵坐标、z为竖坐

标在空间就确定一点� �, �, � ，当 �, � 取遍 D上一切点时，得一个

空间点集 �, �, � � = � �, � , �, � ∈ � ，这个点集称为二元函数的

图形.
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一般 � = � �, � 为空间一个曲面，例如函数� = 2� − � − 3，� =

1 − �2 − �2的图形分别为平面和球面.

3多元函数的极限

复习:一元函数的极限 ���
�→�0

� � = �

或 ���
�→�0

� = �

(1)定义 设函数 � = � �, � 的定义域为 D，�0 �0, �0 是其聚点，

如果对于任意给定的正数�，总存在正整数�，使得对于适合不等式0 <

��0 � − �0
2 + � − ��

2 < �的一切点，都有 � �, � − � < �成

立，则称 A为函数 � = � �, � 当� → �0, � → �0时的极限，记为

����→�0
�→�0

� �, � = �或� �, � → � (� → 0)

这里� = ��0 .

注意：

①定义中 � → �0的方式是任意的；

②二元函数的极限又称二重极限 ����→�0
�→�0

� �, � ；

③二元函数的极限运算法则与一元函数类似.

(2)求二元函数的极限:利用一元函数求极限的方法和法则.

例 2求极限���
�→0
�→0

��+1−1
�⋅�

解 利用变量代换 �� = �

原式=���
�→0

�+1−1
�

= ���
�→0

1
2�

�
= 1

2

(3)极限不存在的判断

例 3 证明���
�→0
�→0

�3�
�6+�2不存在.

证 ���
�→0

�=��3

�3��3

�6+�2�6 = �
1+�2

其值随 k的不同而变化，故极限不存在.

注意:确定极限不存在的方法：
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①令 � �, � 沿 � = ��趋向于�0 �0, �0 ，若极限值与 k有关，则

断言极限不存在；

②找两种不同趋近方式，使 ����→�0
�→�0

� �, � 存在，但两者不相等，此

时也可断言 � �, � 在点�0 �0, �0 处极限不存在；

③利用两个累次极限不相等，说明极限不存在.

利用点函数的形式有 n元函数的极限定义.

定义 设 n元函数� � 的定义域为点集 D，�0是其聚点，如果对

于任意给定的正数，总存在正数�，使得对于适合不等式 0 < ��0 < �

的一切点� ∈ �，都有 � � − � < �成立，则称 A为 n元函效 � �

当 � → �0时的极限，记为 ���
�→�0

� � = � .

4多元函数的连续性

复习:一元函数的连续

(1)定义 设 n元函数 � � 的定义域为点集D，�0是其聚点且�0 ∈

�，如果 ���
�→�0

� � = �(�0) 则称 n元函数 � � 在点�0处连续.

设�0是函数 � � 的定义域的聚点，如 � � 在点�0处不连续，则

称�0是函数 � � 的间断点.

(2)闭区域上连续函数的性质

①最大值和最小值定理:在有界闭区域 D上的多元连续函数，在

D上至少取得它的最大值和最小值各一次.

②介值定理:在有界闭区域 D上的多元连续函数，如果在 D上取

得两个不同的函数值，则它在 D上取得介于这两值之间的任何值至

少一次.

(3)多元初等函数的连续性

多元初等函数:由多元多项式及基本初等函数经过有限次的四则

运算和复合步聚所构成的可用一个式子所表示的多元函数称为多元

初等函数.

一切多元初等函数在其定义区域内是连续的，定义区域是指包含

在定义域内的区域或闭区域.
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计算 ���
�→�0

� � 时，如果 � � 是初等函数，且�0是 � � 定义域的内点，

则 � � 在点�0处连续，于是 ���
�→�0

� � = �(�0).

思政元素：通过多元函数求极限实例，介绍简化问题的数学思想方法

-降维.培养学生的数学思维，加深学生对数学思想的理解，提高学生

的认知水平和分析行为能力.

分析评价 本案例通过介绍多元函数微分学发展等历史，坚定学生理想信

念,加强品德修养，培养学生探索未知、追求真理的责任感和使命感,

培养学生孜孜以求的科学精神；通过诗意教学表达数学思想文化；培

养学生利用类比思维提出问题、分析问题、解决问题的数学素养.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME036

案例标题 偏导数

案例来源 购买

内容简介

通过实际问题，结合诗意教学，引入多元函数偏导数的概念.利用诗

意教学表达知识传授和数学思想，培养学生数学文化素养，提高学生

的文化素质.

关 键 词 多元函数极限；偏导数

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题
利用诗意教学表达知识传授和数学思想，培养学生数学文化素养，提

高学生的文化素质.

素材长度 1506

案例正文

1偏导数的定义及其计算方法

复习:一元函数导数的定义

�' �0 = ���
��→0

��
�� = ���

��→0

� �0 + �� − � �0

��

二元函数的偏增量���、���与全增量 �� 的概念.

由于多元函数自变量较多，如何分析函数值相对于自变量的变化

率问题呢？

思政元素

唐代诗人白居易在《钱塘湖春行》中写道:孤山寺北贾亭西，水

面初平云脚低.几处早莺争暖树，谁家新燕啄春泥.乱花渐欲迷人眼，

浅草才能没马蹄.最爱湖东行不足，绿杨阴里白沙堤.

其中“乱花渐欲迷人眼，浅草才能没马蹄”指的是我们被乱花纷

繁迷了眼睛，不知所措，花为何乱？指纷繁(变量过多，问题复杂)；
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草为何浅？指选择(简化问题).

因此在研究多元函数导数问题时，可以先选择其中一个自变量的

变化(比如变量 x)，并考虑其他变量不变，来简化问题，而这种多元

函数的变化率称为偏导数.

(1)定义 设函数 � = � �, � ，在点 �0, �0 的某一邻域内有定

义，当 � 固定在�0，而 � 在�0处有增量 �� 工时，相应地函数有增

量 � �0 + ��, �0 − � �0, �0 ，如果 ���
��→0

� �0+��,�0 −� �0,�0
��

存在，则称

此极限为函数 � = � �, � 在点 �0, �0 处对 � 的偏导数，记为

��
�� �=�0

�=�0

,
��
�� �=�0

�=�0

,�� �=�0
�=�0

或 �� �0, �0

同理可定义函数 � = � �, � 在点 �0, �0 处对 y的偏导数为

���
��→0

� �0,�0+�� −� �0,�0
��

，记为
��
�� �=�0

�=�0

,
��
�� �=�0

�=�0

,�� �=�0
�=�0

或 �� �0, �0

(2)偏导函数如果函数 � = � �, � 在区域 D内任一点 �, � 处对

� 的偏导数都存在，那么这个偏导数就是 � 、 � 的函数，它就称为

函数 � = � �, � 对自变量 � 的偏导函数(简称偏导数)，记作
��
��
，

��
��

或�� �, �

同理可以定义函数 � = � �, � 对自变量 y的偏导数，记作
��
��
，

��
��
或

�� �, � 偏导数的概念可以推广到二元以上函数，如 � = � �, �, � 在

�, �, � 处

�� �, �, � = ���
��→0

� � + ��, �, � − � �, �, �
��

�� �, �, � = ���
��→0

� �, � + ��, � − � �, �, �
��

�� �, �, � = ���
��→0

� �, �, � + �� − � �, �, �
��

(3)求偏导数的方法一元函数的求导方法(视其他变量为常数).

例 4求 2 = �2 + 3�� + �2 在点(1，2)处的偏导数.

解

��
��

= 2� + 3�；��
��

= 3� + 2�；

��
�� �=1

�=2
= 2 × 1 + 3 × 2 = 8，
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��
�� �=1

�=2

= 3 × 1 + 2 × 2 = 7.

例 5 设� = �� � > 0, � ≠ 1 ，求证

�
� ⋅

��
��

+
1

�� �
⋅
��
��

= 2�

证明
��
��

= ���−1, ��
��

= �� ln �

�
� ⋅

��
��

+
1

�� �
⋅
��
��

=
�
�

⋅ ���−1 +
1

�� �
⋅ �� ln � = 2�

故原结论成立.

有关偏导数的几点说明：

①偏导数
��
��
是一个整体记号，不能拆分；

②求分界点，不连续点处的偏导数要用定义求.

例 6 设 � �, � =
��

�2+�2
�, � ≠ 0,0

0 �, � = 0,0
求 � �, � 的偏导数及在 0,0

的连续性.

解 当 �, � ≠ 0,0 时

�� �0, �0 =
� �2 + �2 − 2� ⋅ ��

�2 + �2 2 =
� �2 − �2

�2 + �2 2

�� �0, �0 =
� �2 + �2 − 2� ⋅ ��

�2 + �2 2 =
� �2 − �2

�2 + �2 2

当 �, � = 0,0 时，按定义可知

�� 0,0 = ���
��→0

� ��, 0 − � 0,0
��

= ���
��→0

0
��

= 0

�� 0,0 = ���
��→0

� 0, �� − � 0,0
��

= ���
��→0

0
��

= 0

沿� = ��趋于 0,0 时，
��

�2+�2 → �
1+�2，所以不连续.

思政元素

偏导数理论是由欧拉和法国数学家方丹、克莱罗与达朗贝尔在早

期偏微分方程的研究中建立起来的.欧拉在关于流体力学的一系列文

章中给出了偏导数运算法则、复合函数偏导数等有关的运算，而我们

现在使用的偏导数符号则是直到 19 世纪 40 年代，才由雅可比在其行

列式理论中提出并逐渐推广使用至今.



127

(4)偏导数存在与连续的关系

一元函数中在某点可导，函数在该点一定连续，但多元函数中在某点

导数存在，函数未必连续.

例 6 中函数

� �, � =
��

�2+�2
，�2 + �2≠ 0

0 ， �2 + �2 = 0
在(0，0)处有�� 0,0 = 0，�� 0,0 =

0 但函数在该点处并不连续.

2高阶偏导数

函数 � = � �, � 的二阶偏导数为
�
��

��
��

= �2�
��2 = ��� �, � ，

�
��

��
��

= �2�
��2 = ��� �, � 纯偏导；

�
��

��
��

= �2�
����

= ��� �, � ，

�
��

��
��

= �2�
����

= ��� �, � 混合偏导。

定义 2 二阶及二阶以上的偏导数统称为高阶偏导数.

例 7 设� = e�� ��� � �，求二阶偏导数。

解
��
��

= �e�� ��� � � ；

��
��

= −�e�� ��� � � ；

�2�
��2 = �2e�� ��� � �；

�2�
��2 =− �2e�� ��� � �；

�2�
���

=− ��e�� sin � �；

�2�
���

=− ��e�� sin � �；

问题：混合偏导数都相等吗？
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例 8 设 � �, � =
��

�2+�2
�, � ≠ 0,0

0 �, � = 0,0
，求 � �, � 的一阶偏导数及

0,0 点二阶混合偏导数.

解 当 �, � ≠ 0,0 时，

�� �, � =
3�2� �2 + �2 − 2��3�

�2 + �2 2 =
3�2�3 + �4�

�2 + �2 2

�� �, � =
�5 − �3�2

�2 + �2 2

当 �, � = 0,0 时，按定义可知：

�� 0,0 = ���
��→0

� ��, 0 − � 0,0
��

= ���
��→0

0
��

= 0

�� 0,0 = ���
��→0

� 0, �� − � 0,0
��

= ���
��→0

0
��

= 0

��� 0,0 = ���
��→0

�� 0, �� − �� 0,0
��

= 0

��� 0,0 = ���
��→0

�� ��, 0 − �� 0,0
��

= 1

显然��� 0,0 ≠ ��� 0,0

问题:具备怎样的条件才能使混合偏导数相等？

定理 如果函数 � = � �, � 的两个二阶混合偏导数
�2�

����
及

�2�
����

在区域 D内连续，那么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等.

例 9 证明 满足方程� = 1
�2+�2+�2 满足方程

�2�
��2 + �2�

��2 + �2�
��2 = 0

证明

��
��

=−
�

�2 + �2 + �2 3� ���������������

�2�
��2 =−

1
�2 + �2 + �2 3� ��������������� +

3�2

�2 + �2 + �2 3� ���������������

而函数关于自变量具有对称性，因此

�2�
��2 =−

1
�2 + �2 + �2 3� ��������������� +

3�2

�2 + �2 + �2 3� ���������������

�2�
��2 =−

1
�2 + �2 + �2 3� ��������������� +

3�2

�2 + �2 + �2 3� ���������������

所以有
�2�
��2 + �2�

��2 + �2�
��2 = 0

思政元素

此方程称为拉普拉斯方程，它是由皮埃尔-西蒙·拉普拉斯
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(Pierre-SimonLaplace)首先提出而得名的.

拉普拉斯方程又称调和方程、位势方程，它位列三大偏微分方程

之首，也称椭圆方程，它存在于电磁学，存在于流体力学，存在于万

有引力，存在于热力学，也存在于表面张力里.

拉普拉斯(1749-1827 是一位世界著名的法国

数学家，24 岁就解决了当时著名难题:木星轨

道收缩和土星轨道膨胀问题，在 1799 年，他证

明了在天文时间单位里，太阳系是一个稳定的

系统，推翻了一个世纪前牛顿的假设.)在这个

过程中，拉普拉斯方程诞生了.拉普拉斯对人类

的贡献遍及工程、数学、统计学、物理学、天

文学和哲学，被称为“法国的牛顿”.

分析评价 本案例通过介绍偏导数理论发展与完善的历史，让学生了解偏导数理

论发展脉络.学习优秀科学家孜孜以求的科学精神，培养学生探索未

知、追求真理的责任感和使命感.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME037

案例标题 隐函数求导

案例来源 原创

内容简介
本案例讲解隐函数求导的相关定理和性质，列举相关例题和应用案例

来深化定理和性质。

关 键 词 隐函数；求导

编写时间 2021-06-14

编 著 者 马春洁助教，数学与计算机应用学院

素材形式 文字、图片等

育人主题

通过学习，让学生们感受到千千万万普通人的伟大之处，牢记习总书

记的号召，立志高远，与此同时，做好小事，管好小节，方能有小到

大育德立业。

素材长度 1135

案例正文 一、读史明理，引出隐函数求导问题

笛卡尔于1596 年生于法国西部图兰省和布瓦杜省交界处的拉埃

镇（今名拉埃—笛卡尔镇）的一个绅士家庭。1 岁多时母亲患肺结核

去世，而他也受到传染，造成体弱多病。由于家境殷实,这些均没能

影响其一生的建树,他对现代数学的发展做出了重要的贡献，因将几

何坐标体系公式化而被认为是解析几何之父。他还是西方现代哲学思

想的奠基人之一，是近代唯物论的开拓者，提出了“普遍怀疑”的主

张。他的哲学思想深深影响了之后的几代欧洲人，并为欧洲的“理性

主义”哲学奠定了基础。笛卡尔最为世人熟知的是其作为数学家的成

就。他于 1637 年发明了现代数学的基础工具之一——坐标系，将几

何和代数相结合，创立了解析几何学。同时，他也推导出了笛卡尔定

理等几何学公式。本节主要从笛卡尔叶形线的隐函数求导问题说起。

思政元素

科学精神

思政目标

用数学家的成功经历鼓励和鞭笞学生努力学习，立志成才。如笛

卡尔，在学习中和学生分享数学家的奋斗故事。希望通过数学家的事

迹，鼓励大学生克服自身不足，端正态度，踏踏实实学习。

二、总结史话，引出概念

在第二章第六节中我们已经提出了隐函数的概念，并且指出

了不经过显化直接由方程

 0),( yxf （1）

求它所确定的隐函数的方法。现在介绍隐函数存在定理，并根据多元

复合函数的求导法来导出隐函数的导数公式。

隐函数存在定理 1 设函数 ),( yxF 在点 ),( 00 yxP 的某一邻域内

具有连续的偏导数，且 0),( 00 yxF ， 0),( 00 yxFy ，则方程 0),( yxF

在点 ),( 00 yx 的某一邻域内恒能唯一确定一个单值连续且具有连续导
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数的函数 )(xfy  ，它满足条件 )( 00 xfy  ，并有

y

x

F
F

dx
dy

 （2）

公式（2）就是隐函数的求导公式。

将方程(1)所确定的函数 )(xfy  代入，得恒等式 0))(,( xfxF ,

其左端可以看作是 x的一个复合函数，求这个函数的全导数，由于恒

等式两端求导后仍然恒等，即得 0







dx
dy

y
F

x
F

。

由于 yF 连续，且 0),( 00 yxFy ，所以存在 ),( 00 yx 的一个邻域，在这

个邻域内 0yF ，于是得
y

x

F
F

dx
dy

 。

如果 ),( yxF 的二阶偏导数也都连续，我们可以把等式(2)的两端看作

x的复合函数而再一次求导，即得

dx
dy

F
F

yF
F

xdx
yd

y

x

y

x






























2

2

.
2

3

22

22

y

xyyyxxyyxx

y

x

y

xyyyxy

y

xyzyxx

F
FFFFFFF

F
F

F
FFFF

F
FFFF






















隐函数存在定理2 设函数F ( zyx ,, )在点
),,( 000 zyxP
的某一邻域内

具有连续的偏导数，且
0),,( 000 zyxF
，

0),,( 000 zyxFz ，则方程

F ( zyx ,, )=0 在点
),,( 000 zyx
的某一邻域内恒能唯一确定一个单值连

续且具有连续偏导数的函数 ),( yxfz  ，它满足条件
),( 000 yxfz 
，

并有

x
z



=
z

x

F
F

 ,
y
z



=
z

y

F
F

 .

思政元素：辩证思维。

思政目标：培养学生持之以恒、坚持不懈的品质精神，培养学生

能够辩证的全面的思考问题。
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三、深化概念，探讨性质

下面我们将隐函数存在定理作另一方面的推广。我们不仅增加方

程中变量的个数。而且增加方程的个数，例如，考虑方程组

这时，在四个变量中，一般只能有两个变量独立变化，因此方程组（3）

就有可能确定两个二元函数。在这种情形下，我们可以由函数 F 、G
的性质来断定由方程组(3)所确定的两个二元函数的存在，以及它们

的性质。我们有下面的定理。

隐 函 数 存 在 定 理 3 设 函 数 ),,,( vuyxF 、 ),,,( vuyxG 在 点

),,,( 00000 vuyxP 的 某 一 邻 域 内 所 有 偏 导 数 都 连 续 ， 又

0),,,( 0000 vuyxF ， 0),,,( 0000 vuyxG ,且偏导数所组成的函数行列

式(或称雅可比(Jacobi)式):

J
),(
),(

vu
GF




=

v
G

u
G

v
F

u
F













在 点 ),,,( 00000 vuyxP 不 等 于 零 ， 则 方 程 组 0),,,( vuyxF ，

0),,,( vuyxG 在点 ),,,( 00000 vuyxP 的某一邻域内恒能唯一确定一组

单值连续且具有连续偏导数的函数 ),(),,( yxvvyxuu  ，使得

),(),,( 000000 uxvvyxuu  ，并有

x
u




),(
),(1

vx
GF

J 


 ,

vu

vu

vx

vx

GG
FF
GG
FF

x
v




),(
),(1

xu
GF

J 


 ,

vu

vu

xu

xu

GG
FF
GG
FF

y
u




),(
),(1

vy
GF

J 


 ,

vv

vu

vy

vy

GG
FF
GG
FF

y
v




J
1

),(
),(

yu
GF




 .

vu

vu

u

u

GG
FF

GG
FF

y

y

四、巩固练习，拓展应用

五、设方程组










0
0

22

22

vuxy
uvyx

，求
x
u



,
y
u



,
x
v



和
y
v



.

解 根据所求的偏导数可知，变量 vu, 可看作 yx, 的函数，将所给方

程的两边对 x求导并移项，得案例的详细表述，字数以 1000-3000 字

为宜（可续页）
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2

2 2 .

u vv u x
x x
u vu v y
x x

     
    
  

从而，解得 )0( 22  vu

2 2

2
2 4 ,

2( )
2 2

x u
y vu xv yu
v ux u v
u v

 
 

 


2 2

2
2 4 ,

2( )
2 2

v x
u yu xu yv
v ux u v
u v

 
 

 


同理，将所给的方程两边对 y求导，可得

2 2

4 ,
2( )

u xu yv
y u v
 


 

2 2
2 2

4 . ( 0)
2( )

v yu xv u v
y u v
 

  
 

分析评价

本案例从数学家的成功经历出发，让学生通过数学家的事迹，鼓励大

学生克服自身不足，端正态度，踏踏实实学习。讲解隐函数求导的相

关定理和性质，列举相关例题和应用案例来深化定理和性质。通过学

习，让学生们感受到千千万万普通人的伟大之处，牢记习总书记的号

召，立志高远，与此同时，做好小事，管好小节，方能有小到大育德

立业。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME038

案例标题 空间曲线的切线与法平面

案例来源 购买

内容简介

通过中国骄傲-嫦娥探月工程中探测器的变轨问题引人教学内容.使

学生感受数学知识的实用性并积极主动去探索及解决问题，培养学生

科技报国的家国情怀和使命担当.

关 键 词 空间曲线的切线；法平面

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题
使学生感受数学知识的实用性并积极主动去探索及解决问题，培养学

生科技报国的家国情怀和使命担当.

素材长度 1106

问题引入

嫦娥五号是中国探月工程三期发射的月球探测器，为中国首个实

施无人月面取样返回的探测器，由中国空间技术研究院研制，于 2020

年 11 月 24 日成功发射，其主要任务是展开着陆点区的形貌探测和地

质背景勘测，获取与月球样品相关的现场分析数据，建立现场探测数

据与实验室分析数据之间的联系.

2020 年 12 月 17 日凌晨，嫦娥五号返回器携带月球样品以接近

第二宇宙速度返回地球，按照预定方案降落在内蒙古四子王旗着陆

场，这是人类探月历史 60 年来由中国人书写的又一壮举，标志着中

国探月工程“绕、落、回”三步走收官之战取得圆满胜利.

嫦娥探测器在太空的运动轨迹是怎么样的？是直接发射到月球
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的吗？答案是否定的，以嫦娥一号为例，它要绕地进行三次轨道机动.

第一次变轨时，是远地点点火，然后抬升近地点高度，嫦娥一号为了

变成绕月飞行的卫星，还需在近月点做三次减速机动，机动后的轨道

周期相继是 12 小时、3.5 小时和 127 分钟.在每次变轨机动时，其控

制都与运动轨迹的切线方向有关.那么空间曲线的切线又如何计算？

1 空间曲线的切线与法平面

复习：空间曲线的方程和曲面的方程的表现形式，假设空间曲线

的方程为

� = � �
� = � �
� = � �

，其中的三个函数均可导.

设�(�0, �0, �0)对应于� = �0；

�'(�0 + ��, �0 + ��, �0 + ��)对应于� = �0 + ��,割线��'的方程为

� − �0

��
=

� − �0

��
=

� − �0

��

考察割线趋近于极限位置——切线的过程，上式分母同除以��，

则有

� − �0

��/��
=

� − �0

��/��
=

� − �0

��/��

当�' → �，即�� → 0 时，曲线在�处的切线方程为

� − �0

�'− �0
=

� − �0

�'− �0
=

� − �0

�'− �0

切向量：切线的方向向量称为曲线的切向量.

��� = {�' �0 , �' �0 , �'(�0)}

法平面：过�点且与切线垂直的平面.

�' �0 � − �0 + �' �0 � − �0 + �' �0 � − �0 = 0

2 曲面的切平面与法线

设曲面方程为� �, �, � = 0，在曲面上任取一条通过点�的曲线

�:
� = � �
� = � �
� = � �

，曲线在�处的切向量为

��� = {�' �0 , �' �0 , �'(�0)}

令
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��� = �� �0, �0, �0 , �� �0, �0, �0 , �� �0, �0, �0

则��� ⊥ ��� ，由于曲线是曲面上通过点�的任意一条曲线，它们在

点�的切线都与同一向量��� 垂直，故曲面上通过点�的一切曲线在点�

的切线都在同一平面上，这个平面都称为曲面在点�的切平面.垂直

于曲面上切平面的向量成为曲面的法向量。通过点� �0, �0, �0 而垂

直于切平面的直线称为曲面在该点的法线.

曲面在点�处切平面方程为

�� �0, �0, �0 � − �0 + �� �0, �0, �0 � − �0 + �� �0, �0, �0 � − �0

= 0

法向量为

��� = �� �0, �0, �0 , �� �0, �0, �0 , �� �0, �0, �0

法线方程为

� − �0

�� �0, �0, �0
=

� − �0

�� �0, �0, �0
=

� − �0

�� �0, �0, �0

分析评价

本案例通过中国骄傲-嫦娥探月工程中探测器的变轨问题引人空间曲

线的切线与法平面问题.使学生感受数学知识的实用性并积极主动去

探索及解决问题，培养学生科技报国的家国情怀和使命担当.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME039

案例标题 方向导数与梯度

案例来源 购买

内容简介

通过蚂蚁逃生问题讨论，对学生进行科学思维方法的训练和科学伦

理的教育.

关 键 词 方向导数；梯度

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 对学生进行科学思维方法的训练和科学伦理的教育.

素材长度 1106

案例正文

1.方向导数

引入问题（蚂蚁逃生问题）：

假设一个金属板下面有一团火焰，它使金属板受热，假定金属

板的温度分布函数� �, � = 1
�2+�2，其中 �, � 为金属板上点坐标值，

在金属板某一处有一只蚂蚁，问这只蚂蚁应沿什么方向爬行才能最

快到达较凉快的地方？该问题实质上讨论的是函数� �, � 在某一点

�沿某一方向的变化率.

定义 1 函数的增量� � + ��, � + �� − �(�, �)与��'两点间的

距离� = �� 2 + �� 2之比值，当�'沿着�趋于�时，如果此式的极

限存在，则称这极限为函数在点�沿方向�的方向导数.

记为
��
��

= lim
�→0

� �+��,�+�� −�(�,�)
�

.

依定义，函数�(�, �)在点�沿着�轴正方向�1��� = 1,0 、�轴正向

�2��� = 0,1 的方向导数分别为��、��；沿着�负向、�轴负向的方向导

数是− ��、 − ��.
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定理 1 如果函数� = �(�, �)在点� �0, �0 是可微分的，那么函

数在该点沿任意方向 �的方向导数都存在，且有
��
��

= ��
��

cos � +

��
��

cos �，其中����� = ( cos � , cos � ).

思政元素

对于二元函数，某某一点沿着不同方向，它的方向导数往往不

相同，正像苏轼在《题西林壁》所说：“横看成岭侧成峰，远近高低

各不同.不识庐山真面目，只缘身在此山中.” 从不同角度看庐山，

坡度不同.

例 1 求函数� �, � = �y 在点（1，1）沿方向����� =（cos �，sin �）

的方向导数，并问在怎样的方向上此方向导数有

（1）最大值；（2）最小值；（3）等于 0？（�为�轴正向到射线的

转角）

解 由方向导数的计算公式知

��
�� 1,1

= �� 1,1 cos � + �� 1,1 sin �

= � 1,1 cos � + � 1,1 sin �

= cos � + sin � = 2 sin (� +
�
4 )

故（1）当� = �
4
时，方向导数达到最大值 2；

（2）当� = 5�
4
时，方向导数达到最小值− 2；

（3）当� = 3�
4
和� = 7�

4
时，方向导数等于 0.

2. 梯度

问题：函数在点�沿哪一方向增加的速度最快？

定义 2 设函数� = � �, � 在平面区域内�内具有一阶连续偏导

数，则对于每一点� = �, � ∈ �，都可定出一个向量
��
��

�� = ��
��

��，该
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向量称为函数� = � �, � 在点� �, � 的梯度，记为

grad � �, � =
��
��

�� +
��
��

��

设��� = cos ��� + cos ��� 是方向 ��� 上的单位向量，由方向导数公式

知

��
��

=
��
��

cos � +
��
��

� =
��
��

,
��
��

∙ cos � , cos �

= grad � �, � ⋅ ���

= grad � �, � cos �

其中 � = [ grad � �, � ⋅ ��� ]

当��� grad � �, � ⋅ ��� = 1 时，
��
��
有最大值.

结论：函数在某一点的梯度是这样一个向量，它的方向与取得

最大方向导数的方向一致，而它的模为方向导数的最大值，梯度的

模为

grad � �, � =
��
��

2

+
��
��

2

当不为零时，�轴到梯度的转角的正切为tan � =
��
��
��
��

。

由梯度定义可知，蚂蚁逃生问题的答案是蚂蚁应沿温度函数

�(�, �)在蚂蚁初始位置处梯度的反方向（即又热变冷变化最剧烈的

方向）爬行，就能最快到达较凉快的地方.

思政元素

利用蚂蚁逃生问题的方法论启示，对学生进行人生观和科学伦

理教育.人们常说:成功的道路没有捷径可以走！但是掌握科学的方

法，却能帮你提高效率.通过蚂蚁逃生问题讨论，对学生进行科学思

维方法的训练和科学伦理的教育.

分析评价

通过蚂蚁逃生问题讨论，学习了方向导数与梯度的概念。对学生进

行科学思维方法的训练和科学伦理的教育.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME040

案例标题 多元函数的极值和最值

案例来源 购买

内容简介
利用极值与最值概念对比，延展出局部与整体的思想，对学生进行

人生观、价值观教育.

关 键 词 多元函数；极值；最值

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 对学生进行人生观、价值观教育

素材长度 1306

案例正文

1.多元函数的极值和最值

（1）二元函数极值的定义

定义 3 设函数� = �(�, �)在点(�0, �0)的某邻域内有定义，对于

该领域内异于(�0, �0)的点(�，�)：若满足不等式�(�, �) < (�0, �0)，

则称函数在(�0, �0)有极大值；若满足不等式� �, � > (�0, �0)，则称

函数在(�0, �0)有极小值；极大值、极小值统称为极值.使函数取得

极值的点称为极值点.

例 2 函数� = 3�2 + �2在(0,0)处有极小值.

例 3 函数� =− �2 + 3�2在(0,0)处有极大值.

例 4 函数� = 4��在(0，0)处没有极值.;

(2)多元函数取得极值的条件

定理 2(必要条件)设函数� = �(�, �)在点(�0, �0)具有偏导数，且

在点(�0, �0)处有极值，则它在该点的偏导数必然为零：�� �0, �0 =

0，�� �0, �0 = 0

驻点:凡能使一阶偏导数同时为零的点，称为函数的驻点.

注意:具有偏导数的函数的极值点为驻点；驻点不一定是极值

点.例如:点 0,0 是函数� = ��的驻点，但不是极值点.

问题:如何判定一个驻点是否为极值点？

定理 3(充分条件)设函数� = �(�, �)在点 �0, �0 的某邻域内连
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续，有一阶及二阶连续偏导数，又�� �0, �0 = 0，�� �0, �0 = 0，

令��� �0, �0 = �， ��� �0, �0 = �，��� �0, �0 = � ，则�(�, �)在

点 �0, �0 处是

否取得极值的条件如下：

①�� − �2 > 0 时具有极值，当� < 0 时有极大值，当� > 0 时

有极小值；

②�� − �2 < 0 时没有极值；

③�� − �2 = 0 时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论.

求函数� = �(�, �)极值的一般步骤：

①解方程组 �� �0, �0 = 0，�� �0, �0 = 0 求出实数解，得驻

点；

②对于每一个驻点 �0, �0 ，求出二阶偏导数的值 A、B、C；

③定出�� − �2的符号，再判定是否是极值.

(3)多元函数的最大值和最小值

与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来求函数的最大

值和最小值.

求最值的一般方法：

将函数在D内的所有驻点处的函数值及在D的边界上的最大值

和最小值相互比较，其中最大者即为最大值，最小者即为最小值.

例 5 求二元函数 � = �(�, �) = �2� 4 − � − � 在直线

� + � = 6，x轴和 y轴所围成的闭区域 D上的最大值与最小值.

解 先求函数在 D内的驻点，解方程组

�� �, � = 2�� 4 − � − � − �2� = 0

�� �, � = �2 4 − � − � − �2� = 0

得区域 D内唯一驻点(2,1)，且 �(2,1) = 4 再求 �(�, �)在 D边界上

的最值：

在边界 x=0 和 y=0 上 �(�, �) = 0，
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在边界 � + � = 6 上，� = 6 − �，则 �(�, �) = �2 6 − � −2 ，

由�� = 4� � − 6 − 2�2 = 0 得�1 = 4, �2 = 4 ⇒ � = 6 − � = 2，比

较后可知�(2,1) = 4 为最大值，�(4,2) =− 64 为最小值.

思政元素：利用极值与最值概念对比，延展出局部与整体的思

想，对学生进行人生观、价值观教育.

2.条件极值、拉格朗日乘数法

实例 小王有 200 元钱，他决定用来购买两种急需物品:磁盘和

磁带，设他购买 x张磁盘，y盒磁带达到最佳效果，效果函数� �, � =

�� � + �� �设每张磁盘 8 元，每盒磁带 10 元，问他如何分配这 200

元以达到最佳效果.

问题的实质:求 � �, � = �� � + �� �在条件 8� + 10� = 200 下

的极值点.

无条件极值:对自变量除了限制在定义域内外，并无其他条件.

条件极值:对自变量有附加条件的极值.

拉格朗日乘数法:要找函数 � = �(�, �)在条件� �, � = 0 下的

可能极值点，即极值的必要条件，因为

�� + ��
d�
d�

= 0，d�
d�

=− ��
��
，记− ��

��
= �即

�� + ��� = 0
�� + ��� = 0

拉格朗日乘数法解法步聚：

①构造函数 �(�, �) = �(�, �) + ��� �0, �0 其中�为某一常数；

②求偏导数，可由
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�� �, � + ��� �, � = 0
�� �, � + ��� �, � = 0

� �, � = 0
解出 x、y、z，其中 x、y就是可能极值点.

拉格朗日乘数法的推广：要找函数 � = �(�, �, �, �)在条件

� �, �, �, � = 0 � �, �, �, � = 0 下的可能极值下的极值.

先构造函数

�(�, �, �, �) = �(�, �, �, �) + �1� �, �, �, � + �2� �, �, �, �

其中�1、�2均为参数，可由偏导数为零及条件解出 x、y、z、t，即

得极值点的坐标.

例 6 将正数 12 分成三个正数 x、y、z之和，使得� = �3�2�为

最大.

解 令 �(�, �, �) = �3�2� + �(� + � + � − 12)，则

��
' = 3�2�2� + � = 0

��
' = 2�3�� + � = 0

��
' = �3�2 + � = 0
� + � + � = 12

消元得 2� = 3�,3� = �,得唯一驻点(6,4,2)，故最大值为���� =

63× 42 × 2 = 6912.

课程思政

利用条件极值得数学意义延展出得人生启示，对学生进行人生

教育.无拘无束的生活可望不可得，有约束的生活往往人生常态，在

有限制，甚至限制条件多的情况下，仍然不畏困难，做到最好.

分析评价 本案例中函数的极值概念具有局部思想，而最值概念代表整体思想.

因此生活中遇到困难是暂时的，并不意味着生活的终点，只要勇于

拼搏，生活就会有新希望.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME041

案例标题 二重积分的概念

案例来源 购买

内容简介

用哲学中的辩证思想来认识和学习二重积分概念；体会近似与精确、

量变与质变、直与曲、局部与整体、离散与连续等对立统一的辩证

唯物主义观，才能更深刻认识定积分概念.

关 键 词 二重积分；概念；性质

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题
体会近似与精确、量变与质变、直与曲、局部与整体、离散与连续

等对立统一的辩证唯物主义观

素材长度 1306

案例正文

问题引入

中国蓄水量最大的淡水湖是哪个湖？答案是江西省北部的鄱阳

湖，雨季时面积达 3914km2,最大水深 29.19m，平均水深 5.1m，蓄

水量 276 亿 m3.它上承赣、抚、信、饶、修五江之水，下通长江，它

每年流入长江的水超过了黄河、淮河和海河的总流量，是长江水流

的调节器.那么它的蓄水量是如何计算出来的呢？

1.二重积分的概念

（1）引例：曲顶柱体的体积

曲顶柱体：设有一空间立体，它的底是 xoy面上的有界区域

D，它的侧面是以D的边界曲线为准线，而母线平行于 z轴的柱面，

它的顶是曲面 ),( yxfz  ),([ yxf 在D上连续]且 0),( yxf ,这种立

体称为曲顶柱体.

首先回顾前面学过的曲边梯形面积的计算方法以及中国古代数

学家刘徽的割圆术。接着将问题进行转化，把求曲顶柱体的体积转

化为求平顶柱体的体积，结合割圆术思想提炼出曲顶柱体的体积计

算方法.

其体积 V可以这样来计算：用任意一组曲线网将区以这些小区

域 n的边界曲线为准线，作母线平行于 z轴的柱面，这些柱面将原来
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的曲顶柱体分划成 n个小曲顶柱柱体 1 、 2 、…， n (假设

i 所对应的小曲顶柱体为 i ,这里 i 即代表第 i个小区域，又表

示它的面积值， i 既代表第 i个小曲顶柱体，又代表它的体积值)

从而





n

i
iV

1

])()[( ,, iiiiii f  





n

i
iiifV

1
),( 

闭区域的直径：是指区域上任意两点距离的最大者.

设 n个小区域直径中的最大者为λ，则

V 



n

i
iiif

10
),(lim 



思政元素

求曲顶柱体体积四步骤——“分割，近似，求和，取极限”的

方法讨论意义.通过解读求曲顶柱体体积的过程蕴含的方法意义，告

诉学生对待困难问题，采取化整为零，各个击破再击零为整，整体

解决的思想策略不失为上策.

（2）二重积分的定义

定义 1 设 ),( yxf 是有界闭区域D上的有界函数，将区域D任

意分成 n个小闭区域： 1 、 2 、…， n （ i 既表示第 i个小

闭区域，也表示它的面积）。在每个 i 上任取一点 ),( yxf 作乘积

),,2,1(),( nif iii  ，并作 ii

n

i
if  



),(
1

.如果当各小闭区域的

直径中的最大λ趋于零时，这和的极限总存在的，则称此极限为函

数 ),( yxf 在闭区域D上的二重积分，记作 D dyxf ),( ,即
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ii

n

i
iD

fdyxf 


 



),(lim),(

11

其中： ),( yxf 称为被积函数； ),( yxf d 称为被积表达式； d

称为面积元素； x 与 y 称为积分变量； D 称为积分区域；





n

i
iiif

1
),(  称为积分和.

用哲学中的辩证思想来认识和学习二重积分概念；体会近似与

精确、量变与质变、直与曲、局部与整体、离散与连续等对立统一

的辩证唯物主义观，才能更深刻认识定积分概念.

2.二重积分的计算（利用直角坐标）

利用二重积分的定义来计算二重积分显然不实际的，可以采用

化归的思想，将二重积分转化为两个定积分（即二次积分或累次积

分）来计算.

思政元素

介绍分析解决问题的重要数学思想方法——化归

如果积分区域D为 X 型：

)()(,),()( 2121 xxbxaxyx  、 在区间 ],[ ba 上连续.

D dyxf ),( 的值等于以D为底，以曲面 ),( yxfz  为顶的曲顶

柱体的体积。利用微元法得

D dyxf ),(   





b

a

b

a

x

x
dyyxfdxdxxAV

)(

)(

2

1

),()(

如果积分区域D为Y型： )()(,),()( 2121 yydycyxy  、

在区间 ],[ dc 上连续.

类似地可得

D dyxf ),( 
)(

)(
),(

y

x

d

c
dyyxfdy





X 型区域的特点：穿过区域且平行于 y 轴的直线与区域边界相

交不多于两个交点.Y型区域且平行于Y型区域的特点：穿过区域且

平行于 X 轴的直线与区域边界相交不多于两个交点.如果积分区域
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既不是 X 型区域，又不是Y型区域，则可把D分成几部分，使每个

部分是 X 型区域是Y型区域，每部分上的二重积分求得后，根据二

重积分对于积分区域具有可加性，它们的和就是在D上的二重积分.

二重积分的计算方法：化为累次积分的方法.二重积分的计算步

骤和注意事项：

（1） 画出积分区域；

（2） 确定积分次序（积分域分块

要少，累次积好算为妙）；

（3） 写出积分限.

例 1 计算 D xyd ，D是由抛物线 22  xyxy 及直线 所围成

的区域解.

解 （法一）

xyxxD

xyxxD





2,41:

,,10:

2

1

  
D D D

xydxydxyd
1 2



    


x

x

x

x
xyddxxyddx

4

1 2

1

0 8
45

（法二） 2,21: 2
2  yxyyD

  




D

y

y
xydxdyxyd

2

1

2

2 8
45

通过二重积分的计算问题，介绍解决问题的思想方法——化归.培养

学生的数学思维，加深学生对数学思想的理解，提高学生的认知水

平和分析行为能力.

分析评价 本案例用哲学中的辩证思想来认识和学习二重积分概念；体会近似

与精确、量变与质变、直与曲、局部与整体、离散与连续等对立统

一的辩证唯物主义观，才能更深刻认识定积分概念.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME042

案例标题 二重积分的计算

案例来源 原创

内容简介

培养学生的综合分析能力.同时要开阔眼界，化繁为简，大事化小，

提升学生的解决问题的能力.这就告诉学生在人生道路上遇到问题

时，根据已有知识及客观条件综合做出判断，才能使问题得到解决。

关 键 词 二重积分；计算；

编写时间 2021-8-1

编 著 者 马春洁助教，数学与计算机应用学院

素材形式 文字等

育人主题 开阔眼界，化繁为简，大事化小，提升学生的解决问题的能力.

素材长度 1756

案例正文 一、数学文化，引出课程

南北朝时期的数学家祖冲之和祖暅，沿用刘徽的思想，在求“牟

合方盖”的体积时，提出了祖暅原理．祖暅原理的发现比西方类 似

的原理早了一千一百多年等。祖冲之是世界第一位将“圆周率”精

算到小数第七位的 科学家，他提出的“祖率”对数学的研究有重大

贡献，比欧洲要早一千多年。这些数学史料都是我们中华民族的骄

傲。

利用二重积分的几何意义来建立计算公式。假定 ( , ) 0f x y  ，

积分区域D为 1 2D={( , ) | , ( ) ( )}x y a x b x y x     ，称为 X型区域

如图，其中 1 2( ), ( )x x  在区间

[ , ]a b 上连续。

现在利用平行于 yoz平面

的平面 0 0( [ , ])x x x a b  去截

曲顶柱体，其截面是一个以

1 0 2 0[ ( ), ( )]x x  为 底 ， 曲 线

0( , )z f x y 为曲边的曲边梯形。由

定积分的几何意义可知，截面面积

为


)(

)( 00
02

01

),()(
x

x
dyyxfxA





根据平行截面面积为已知的立

体体积的方法 得曲顶柱体体积为

)(1 xy 

)(2 xy 

x

y

ba

D
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2

1

( )

( )
( ) [ ( , ) ]

b b x

a a x
V A x dx f x y dy dx




   

从而有等式

2

1

( )

( )
( , ) [ ( , ) ]

b x

a x
D

f x y d f x y dy dx



   

上式右端的两个定积分:先对 y，后对 x积分，称之为累次积分，

这个累次积分可记作
2

1

( )

( )
( , )

b x

a x
dx f x y dy



  即

2

1

( )

( )
( , ) ( , )

b x

a x
D

f x y d dx f x y dy



   

思政目标

竞争意识

思政元素

1.微积分的发展历史曲折跌宕，撼人心灵，可以培养学生正确

世界观、科学方法论和对学生进行文化熏陶。

2.体现了对立和统一、量变到质变的逻辑思维。 我国古代儒家

思想中的“外圆内方”的处世哲学，就是“曲直”思维的最好 诠释。

在学生的人格塑造中，应融入“曲”和“直” 两个概念，帮助他们

深刻 领会微积分曲直的辩证关系，引导他们“方做人， 圆处事”，

既锤炼光明正大、明辨是非的高尚品格，又运用机智圆通、灵活老 练

的精妙技巧，进一步有效地解决生活实践中遇到的人际关系问题、

工作环境问题、社会竞争问题等。

二、类比分析，引出相关计算方法

类似地，如果积分区域D可以表

示为

{( , ) | ,D x y c y d  

1 2( ) ( )}y x y  

称为 Y 型区域（如图），其中函

数 1 2( ), ( )y y  在区间 [ , ]c d 上

连续，那么就有

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )
( , ) [ ( , ) ] ( , )

d y d y

c y c y
D

f x y d f x y dx dy dy f x y dx
 

 
      

这就是先对 x，后对 y 积分的累次积

分。

y
d

c

xo

)(2 yx 
)(1 yx 

)(2 xy 

xo

y

D

ba

)(1 yx 
)(2 yx 

d

c
x

)(1 xy 
y
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注：（1）有的情况下积分区域既是 X 型区域又是 Y 型区域（如右

图），不妨设为

{( , ) | ,D x y a x b   1 2( ) ( )}x y x  

)}()(,),{( 21 yxydycyx  

2

1

( )

( )
( , ) ( , )

b x

a x
D

f x y dxdy dx f x y dy



  

 
d

c

y

y
dxyxfdy

)(

)(

2

1

),(



．

为计算方便，可以选择积分次序，在必要时也可交换积分次序。

（2）若积分区域较复杂，可将其分成若干个互不相交的 X 型区域

或 Y 型区域．如右图中： 321 DDDD  ，则有    
D D D D1 2 3

。

（3）利用被积函数的奇偶性及积分区域D的对称性，常会大大化

简二重积分的计算．

设函数 ),( yxf 在闭区域D上连续，且D关于 x轴对称，位于 x轴上

方的部分记为 1D ，则在D上

若 ),(),( yxfyxf  ，则  
1

),(2),(
DD

dxdyyxfdxdyyxf ；

若 ),(),( yxfyxf  ，则 0),( 
D

dxdyyxf ．

当区域关于 y轴对称，函数关于变量 x有奇偶性时有类似的结

果。

在利用这种方法时，要同时兼顾到被积函数 ),( yxf 的奇偶性和

积分区域D的对称性两方面。

思政目标

坚持品质、爱国精神、探索精神

思政元素

1.典型的数学史料与当今的中国成就激发学生强烈的爱国热情

和民族自尊心，培养学生的创新意识，引导学生树立远大的理想信

念，激励学生积极进取，勇于奋斗。

2.培养学生的综合分析能力.同时要开阔眼界，化繁为简，大事

化小，提升学生的解决问题的能力.这就告诉学生在人生道路上遇到

问题时，根据已有知识及客观条件综合做出判断，才能使问题得到

解决。

三、巩固练习，拓展应用

例１ 计算 ,
D

xyd 其中 D是由直线 2,1  xy 及 xy  所围成
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的闭区域；

解：解法 1． 将 D 看作 X–型

区域， 则







21
1

:
x

xy
D 。


x

yyxxI
1

2

1
dd 

2

1

2
2
1 d 

1
][ x
x

yx

 
2

1 2
13

2
1 d][ xxx �

8
9

 ．

解法2．将D看作Y–型区域，

则







21
2

:
y
xy

D 。于是，

I 
2

1
d y 

2
d

y
xyx  

2

1

2
2
1 d 

2
 y

y
yx   

2

1

3
2
1 d2 yyy

8
9

 ．

例 2 计算二重积分
22 y

D

x e dxdy ，其中D是直线 2x y x 、

及双曲线 1xy  所围成的区域．

解： 首先画出 D的图形（如图 7.10）。由图可知 D是 X–型区

域，即：

1{( , ) | ,1 2}D x y y x x
x

    

所以
2 2 22 2 2 3

1 12 21 1 1

9[ ] [ ] | ( )
4

x x

x xD

x x xI dxdy dy dx dx x x dx
y y y

          

如果利用 Y–型区域，就必须将 D分成两部分，比较麻烦。

牟合方盖是由我国古代数学家刘徽首先发现并采用的一种用于

计算球体体积的方法。 求内切球的体积转化为求牟合方盖的体积。

刘徽：观立方之内，合盖之外，虽衰杀有渐，而多少不掩判合总结，

方圆相缠，浓纤诡互，不可等正。欲陋形措意，惧失正理敢不阙疑，

以俟能言者。刘徽提出，“牟合方盖”的体积跟内接球体体积的比为

4：π，只要有方法找出“牟合方盖”的体积便可。直至二百多年后，

袓冲之和他的儿子祖暅承袭了刘徽的想法，利用“牟合方盖”彻底

地解决了球体体积公式的问题。他们的方法是将原来的“牟合方盖”

平均分为八份，取它的八分之一来研究在计算二重积分的过程中交

换积分次序。以及利用对称性奇偶性化简二次积分目的都是使题目

由难变易。复杂的二重积分题目，通过寻找题目的核心要素，采用

适当的求解方法就可以实现由难变易的转化。

例 3 2020 年 3 月 9 日，我国第 54 颗北斗导航卫星成功发射，

在太空中刷新了“中国速度”． 重积分的几何应用—曲面表面积的

x

y

2

1

1

xy 

o

2

x

y
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计算时，可以适时地引入“北斗精神”．我国的北斗工作者秉承“自

主创新、开放融合、万众一心.追求卓越”的北斗精神为国家托起国

之重器．这颗静止轨道卫星是一颗地球同步卫星，教师很自然地提

出案例：一颗地球同步 通信卫星究竟可以覆盖地球多大的面积？

思政目标

坚持品质、爱国精神、探索精神

思政元素

1.同学们在成长过程中，要以有限积蓄无限，以量变积蓄质变，

以“十年磨一剑”的坚忍不拔的精神和“不积跬步，无以至千里”

的决心，在一点一滴的积累中提高自身综合素质，锤炼奋斗精神，

实现人生价值。

2. 典型的数学史料与当今的中国成就激发学生强烈的爱国热

情和民族自尊心，培养学生的创新意识，引导学生树立远大的理想

信念，激励学生积极进取，勇于奋斗。

分析评价 本案例以典型的数学史料与当今的中国成就激发学生强烈的爱国热

情和民族自尊心，培养学生的创新意识，引导学生树立远大的理想

信念，激励学生积极进取，勇于奋斗。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME043

案例标题 曲面的面积

案例来源 购买

内容简介

利用我国标志性的建筑引人课程教学内容，巧妙传达数学思想——

曲面面积的同时，渗透美学教育.

关 键 词 空间曲面；面积

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 美学教育

素材长度 956

曲面的面积

日常生活中曲面几乎无处不在，上面左图为我国著名建筑 --

国家大剧院，其外表面为一蛋壳形状的曲面，由于其完美对称，给

人带来视觉上极强的舒适感，具有庄重和谐的美感.在建筑设计时，

我们往往需要计算曲面的面积，如何计算国家大剧院外表曲面的面

积呢?应该采取什么样的思路解决这个问题呢?如果仔细观察上面右

图，也许会找到答案，右图为大剧院施工过程图，当我们把镜头拉

近，不难看到，我们所看到的曲面实际上是由若干平面拼接而成.

这提示我们，在小的范围内，我们可以用平面近似曲面，下面看一

般化的讨论过程.

思政元素

利用我国标志性的建筑引人课程教学内容，巧妙传达数学思想

的同时，渗透美学教育.

设曲面 S由方程 ),( yxfz  给出， xyD 为曲面 S在 xoy面上的投

影区域，函数 ),( yxf ，在D上具有连续偏导数 ),( yxf x 和 ),( yxf y 现

计算曲面的面积 A .

在闭区域 xyD 上任取一直径很小的闭区域 d (它的面积也记作

d ），在 d 内取一点 ),( yxp ，对应着曲面 S上一  ),(,, yxfyxM ，

曲面 S在点M 处的切平面设为T .以小区域 d 的边界为准线作母
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线平行于 z轴的柱面，该柱面在曲面 S上截下一小片曲面，在切平

面T上截下一小片平面，由于 d 的直径很小，那一小片平面面积近

似地等于那一小片曲面面积.曲面 S在点M 处的法线向量(指向朝

上的那个)为  1),,(),,( yxfyxfn yx 


，它与 z轴正向所成夹角 的

方向余弦为






cos

,
),(),(1

1cos
22

ddA

yxfyxf yx






dyxfyxfdA yx ),(),(1 22 

这就是曲面 S的面积元素，故

dyxfyxfA
XYD yx  ),(),(1 22

.

思政元素：

利用我国标志性的建筑引入课程教学内容，巧妙传达数学思想

的同时渗透美学教育.培养学生理论练习实际的能力，提升审美素

养，激发创新创造能力.

分析评价

本案例利用我国标志性的建筑引入课程教学内容，巧妙传达数学思

想的同时渗透美学教育.培养学生理论练习实际的能力，提升审美素

养，激发创新创造能力.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME044

案例标题 对弧长的曲线积分

案例来源 购买

内容简介

本节通过引入不积跬步，无以至千里；不积小流，无以成江海的中

国思想来说明基于弧长的曲线积分定义，再通过求解金属线的质量

的物理问题定义了曲线积分的概念.

关 键 词 对弧长的曲线积分

编写时间 2021-5-18

编 著 者 马春洁助教，数学与计算机应用学院

素材形式 文字等

育人主题 培养学生透过现象洞察本质，求真创新的科学态度.

素材长度 1156

案例正文 一．中国精神，引出课程

1.不积跬步，无以至千里；不积小流，无以成江海.——荀子《劝学》。

2.有限积蓄无限，以量变积蓄质变，对弧长的曲线积分的定义体现

了对立和统一、量变到质变的逻辑思维同学们在成长过程中，要以

有限积蓄无限，以量变积蓄质变，以“十年磨一剑”的坚忍不拔的精

神和“不积步无以至千里”的决心，在一点一滴的积累中提高自身综

合素质，锤炼奋斗精神，实现人生价值。1.结合生活实例，基于量

变与质变的辩证关系，培养学生人文素养和辩证思维的同时，进一

步培养他们脚踏实地的精神。2.体会积分思想，除了数学解释外还

折射出人生哲理，我们一生每个人有很 多梦想以及我们的中国梦.
梦想的实现需要我们将梦想分成若干小的具体的目标，通过脚踏实

地完成一个一个小的目标，在奋斗的路上，我们一直努力着，不断

追求，总有一天我们的梦想及中国梦都会实现人文素养与中国精神。

思政元素

结合生活实例，基于 量变与质变的辩证关系，培 养学生人文

素养和辩证思 维的同时，进一步培养他们脚踏实地的精神.

体会积分思想，除了数学解释外还折射出人生哲理，我们一生

每个人有很 多梦想以及我们的中国梦. 梦想的实现需要我们将梦

想分成若干小的具体的目 标，通过脚踏实地完成一个一个小的目

标，在奋斗的路上，我们一直努力着，不断追求，总有一天我们的

梦想及中国梦都会实现.

二．带着问题，给出概念

通过求得金属曲线的质量来引入曲线积分的概念，设有一有限长的

金属曲线 C，其上不均匀地分布着质量，因此金属曲线 C 的线密度

是变量。设其在 xOy面内的一段曲线弧 L  它的端点是 A,B,在 L上
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任一点 ),( yx 处，它的线密度为 ),( yx ，现在要计算这金属曲线 C 的

质量 M.
曲线 C 的质量 M.

把曲线分成 n小段 s1 s2    sn(si也表示弧长)任取(i 

i)si 得第 i小段质量的近似值 iii s),(  ，于是整个物质曲线的

质量近似为 iii

n

i
sM 



),(
1

 

令max{s1 s2    sn}0 则整个物质曲线的质量为

iii

n

i
sM  




),(lim
10




令max{s1 s2    sn}0 则整个物质曲线的质量为

iii

n

i
sM  




),(lim
10






从而可以给出曲线积分的定义：设 L为 xOy 面内的一条光滑曲线弧
函数 f(x y)在 L 上有界 在 L 上任意插入一点列 A1 A2    An1

把 L分在 n个小段. 设第 i个小段的长度为si 又(i i)为第 i个
小段上任意取定的一点 作乘积 f(i i)si (i1 2   n ) 并

作和 iii

n

i
sf 


 ),(

1
  如果当各小弧段的长度的最大值0

这和式的极限总存在 则称此极限为函数 ( , )f x y 在曲线弧 L 上

对弧长的曲线积分或第一类曲线积分 记作 dsyxf
L

),(  即

iii

n

iL
sfdsyxf 


 ),(lim),(

10





其中 ( , )f x y 叫做被积函数 L 叫做积分弧段
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思政元素

曲线积分的思想

三．深化概念，探讨积分性质

曲线积分的存在性 当 ( , )f x y 在光滑曲线弧 L 上连续时 对弧

长的曲线积分 dsyxf
L

),( 是存在的以后我们总假定 ( , )f x y 在 L上是

连续的
根据对弧长的曲线积分的定义 曲线 C 的质量就是曲线积分

dsyx
L

),(  的值 其中(x y)为线密度

对弧长的曲线积分的推广到积分弧段为空间曲线的情况

iiii

n

i
sfdszyxf 

  ),,(lim),,(
10






如果L(或)是分段光滑的 则规定函数在L(或)上的曲线积分

等于函数在光滑的各段上的曲线积分的和 例如设 L 可分成两段光

滑曲线弧 L1及 L2 则规定

dsyxfdsyxfdsyxf
LLLL

),(),(),(
2121
 




闭曲线积分 如果 L 是闭曲线 那么函数 ( , )f x y 在闭曲线 L 上

对弧长的曲线积分记作 dsyxf
L

),( 

对弧长的曲线积分的性质
性质 1 设 c1、c2为常数 则

dsyxgcdsyxfcdsyxgcyxfc
LLL

),(),()],(),([ 2121   

性质 2 若积分弧段 L可分成两段光滑曲线弧 L1和 L2 则

dsyxfdsyxfdsyxf
LLL

),(),(),(
21
  

性质 3 设在 L上 f(x y)g(x y) 则  
LL

dsyxgdsyxf ),(),( 

特别地 有  
LL

dsyxfdsyxf |),(||),(|

分析评价

本案例通过引入不积跬步，无以至千里；不积小流，无以成江海的

中国思想来说明基于弧长的曲线积分定义，再通过求解金属线的质

量的物理问题定义了曲线积分的概念，教育学生从实际问题中获取

数学概念。再通过学习积分的性质和深化练习让学生进一步明白曲

线积分的应用，并养成独立解决问题的习惯。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME045

案例标题 曲线积分

案例来源 购买

内容简介

曲线积分包括对弧长的曲线积分和对坐标的曲线积分。通过伽

利略发现摆线具有等时性的过程.培养学生透过现象洞察本质，求真

创新的科学态度.分析对弧长的曲线积分的实例，利用积分思想让学

生明白想要把个人梦汇成中国梦、个人力量凝聚成中国力量.培养学

生自觉把小我融入大我的家国情怀，在潜移默化中坚定学生的理想

信念.

关 键 词 对弧长的曲线积分；对坐标的曲线积分

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 培养学生透过现象洞察本质，求真创新的科学态度.

素材长度 1256

问题引入

摆线的等时性问题:

人类历史上，一直探索测量时间的方法.古时候人们用沙漏、日

冕等装置计算时间，直到 17 世纪依然如此.

1582 年的一天，伟大的物理学家伽利略无意中观察到了教堂中

的大吊灯来回摆动，脑海里突然闪出测量吊灯摆动时间的念头，起

初，吊灯在一个大圆弧上摆动，摆动速度较大，伽利略测算来回摆

动一次的时间，过了一阵子，吊灯摆动的幅度变小了，摆动速度也

变慢了，此时，他又测量了来回摆动一次的时间，让他大为吃惊的

是，两次测量的时间是相同的.伽利略最终发现：吊灯来回摆动一次

需要的时间与摆动幅度的大小无关，无论摆幅大小如何，来回摆动

一次所需时间是相同的.这就是伽利略发现吊灯的摆动(摆线)具有

等时性.

单摆等时性的发现，为人类精准计时开创了新道路，但伽利略

并没有把钟表制造出来，直到 1656 年，荷兰物理学家惠更斯制造出

人类历史上第一个摆钟，使伽利略制造钟表的设想变为现实.
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伽利略发现的单摆等时性是通过试验发现，能否利用微积分知

识进行理论证明其正确性呢?

思政元素：伽利略发现摆线具有等时性的过程.培养学生透过现

象洞察本质，求真创新的科学态度.

1.对弧长的曲线积分

（1）引例

设一构件(物体)占 xoy面内一段曲线弧 L，端点为 BA、 ，线密

度ρ ),( yx 连续，求构件质量M


















n

i
iii

n

i
iii

iiiiiii

i

syxM

syxM

syxMsyx
nisL

10

1

).,(lim4

).,(3

).,(,),(2
),,2,1(1








）（

）（

）（

分割）将（ 

其中  nsss  ,,,max 21 

（2）对弧长曲线积分的定义

定义 1 L为 xoy面内的一条光滑曲线弧， ),( yxf 在 L上有界，

用
M

;将
L
分成

n
小段 is ，任取一点

),,1(),( nisiii 
作和

  ii

n

i
inii

n

i
i sfsssf  






),(lim0,,,max,),(
`01

`



时若当令 

存在，则称此极限值为 ),( yxf 在 L上对弧长的曲线积分(第一类曲

线积分)，记为 
L

dsyxf ),(
，即







n

i
iii

L

sfdsyxf
10

),(lim),( 


思政元素

无论一元函数定积分、多元函数重积分，还是曲线积分，其本

质都是相似的，都可以看作是无数个微元的累积过程.如同习总书记

提出的中国梦是由每个人的个人梦想组成，汇集我们每个人的正能
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量就能汇聚成中国力量.

（3）对弧长曲线积分的计算

定理 1 设 ),( yxf 在弧 L上有定义且连续， L方程



dtttttf

dsyxfdsyxf

tt

ttt

LL

tx
ty

)()()](),([

),(,),(

,0)()(

],[)()(),(

2'2'

2'2'

)(
)(




























且存在

则曲线积分

且上具有一节连续函数，

在、

将对弧长的曲线积分转化为一元函数定积分，计算口诀：一代

人，二换元，三定限.

思政元素：

分析对弧长的曲线积分的实例，利用积分思想让学生明白想要

把个人梦汇成中国梦、个人力量凝聚成中国力量.培养学生自觉把小

我融入大我的家国情怀，在潜移默化中坚定学生的理想信念.

2.对坐标的曲线积分

有向曲线：规定了方向的曲线，或有起点和终点的曲线;简单闭

曲线 L的方向:逆时针为正.

（1）引例 变力沿曲线所做的功.

设一质点在 xoy 面内从点 A沿光滑曲线弧 L移到点 B，受力



 jyxQiyxpyxF ),(),(),( ，其中 QP、 在 L上连续.求上述过程

所做的功.

解 ①分割：先将 L分成 n个小弧段 ),,2,1(1 niMM ii 

②近似代替： iiiii MMF






 1),( 

③求和： ]),(),([
1

iii

n

i
iii yQxP 





④取极限：

 











n

i
iiiiii

ii

yQxP

niMM

10

1

),(),([lim

,,2,1max







的长度令

（2）对
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（2）坐标曲线积分的定义

定义 2 设 L为 xoy面内从点 A到点 B的一条有向光滑曲线弧，

函数 ),(),( yxQyxP 、 在 L上有界.在 L上沿 L的方向任意插人一点

列 ),,2,1)(,( 111 nxyxM iii  把 L分成 n个有向小弧段

),;,,2,1( 01 BMAMniMM nii  

设 ,1 iii xxx ， 1 iii yyy 点( ii  , )为 ii MM 1 上任意取定

的点.如果当每个小弧段长度的最大值入→0时， P ( ii  , ) ix 的极

限总存在，则称此极限为函数 ),( yxP 在有向曲线弧 L上对坐标 x的

曲线积分，记作 L dxyxP ),( 类似地，如果



n

i
iii yQ

1
),(  的极限值

总存在，则称此极限为函数 ),( yxQ 在有向曲线弧 L上对坐标 y的曲

线积分，记作 L dyyxQ ),( .即







n

i
iiiL
xPdxyxP

10
),(lim),( 









n

i
iiiL
yQdyyxQ

10
),(lim),( 



（3）对坐标曲线积分的计算

定理 2 设 ),( yxP ， ),( yxQ 在 L上连续， L的参数方程为：

 )(
)(
tx
ty






当 t单调地从 变到  时，点 ),( yxM 从 L的起点 A沿 L变到终

点B，且 )(t ， )(t 在以 ，  为端点的闭区间上具有一阶连续导

数，且 0)()( 22  tt  ，则  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 存在,且

 
L

dyyxQdxyxP ),(),(  dttttQtttP )(')](),([)(')](),([ 



 
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定义 3 若积分  
L

QdyPdx 仅与 L的起点与终点有关，称积分

 
L

QdyPdx 与路径无关.

（4）两类曲线积分的关系

复习 曲线 L : )(
)(
tx
ty




 上一点处切向量  )('),(' ttT 

设有向曲线弧 L的起点 A、终点 B，取弧长 sAM  为曲线弧 L

的参数， lAB  ，则 lssxx
syy 

 0,)(
)( 若 x(s)、 y=y(s) y(s)在[0，l]上

具有一阶连续导数，P、Q在 L上连续，则

 
L

QdyPdx
 dssysxQsysxP

ds
ds
dysysxQ

ds
dxsysxP

 cos)](),([cos)](),([

)](),([)](),([

1

0

1

0















其中 ds
dy

ds
dx

  cos,cos 是 L的切线向量的方向余弦，且切

线向量与 L的方向一致，又

 

dsQPQdyPdx

dssysxQsysxPdsQP

LL

L

)coscos(

cos)](),([cos)](),([)coscos(
1

0












3格林公式

（1）区域D的分类

单连通区域(无洞)设D为平面区域，若 D内任一闭曲线所围

的部分都属于D，称D为单连通区域，否则称为复连通区域(有洞).

区域D的边界曲线 L的方向，当观看者沿 L行走时，D内在他

近处的那一部分总在他的左边.

（2）格林公式

定理 3 设闭区域D由分段光滑的曲线 L围成，函数 ),( yxP 和

),( yxQ 在D上具有一阶连续偏导数，则有

 














LD
QdyPdxdxdy

y
P

x
Q

. L为D的取正向的边界曲线.

思政元素
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英国数学家乔治·格林简介：乔治·格林(George Green，

1793-1841)的学生生涯只有短短的三个学期.他的小学校长 Robert

Goodacre，对格林的影响深刻.这位校长写过许多关于数学以及教育

方面的教科书，他通过演讲成功地激发并培养了幼小乔治·格林

(1793-1841) 的格林在数学和自然科学方面的兴趣 并使之发扬光

大，直到不可思议地在科学上做出巨大的贡献.因为要给父亲的面包

坊照料生意，格林早早辍学，但格林没有间断自学.他自学了包括拉

普拉斯(Laplace)的《天体力学》等著作以及拉格朗日(Lagrange)的

关于数学物理方面的著作的英文版本.1828 年格林出版了他的最重

要的科学著作《关于数学分析应用于电磁理论的一篇论文》.1829

年，父亲去世后，格林进人剑桥 Gonville and Caius学院学习，格

林在此期间发表了对后世有重要影响的学术成果.美国数学史家莫

里斯·克莱因评价说:“格林是第一个沿着欧洲大陆上的工作线索前

进的英国大数学家，他的工作培养了人数众多的数学物理学者--剑

桥学派，其中包括威廉·汤姆孙爵士、斯托克斯爵士、瑞利勋爵和

克拉克·麦克斯韦·”这一评价不仅说明了格林对剑桥学派以至整个

英国科学界的影响，也指出了格林研究工作的渊源，那就是法国、

德国等数学物理学家们开创的位势理论.

思政元素：

介绍数学家格林在数学史伟大的贡献和自学成才的传奇人生，让学

生学会自己思考，并树立独立解决问题的信心.让学生学习数学家格

林自强不息的精神品格，培养学生热爱科学和对科学产生兴趣，让

学生学会自学、学会自己思考，并树立独立解决问题的信心.

分析评价

本案例伽利略发现摆线具有等时性的过程，培养学生透过现象

洞察本质，求真创新的科学态度.分析对弧长的曲线积分的实例，利

用积分思想让学生明白想要把个人梦汇成中国梦、个人力量凝聚成

中国力量.培养学生自觉把小我融入大我的家国情怀，在潜移默化中

坚定学生的理想信念.

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME046

案例标题 曲面积分

案例来源 购买

内容简介
由应用问题出发，创设情境，激发学生对曲线积分和曲面积分的兴

趣，培养学生求真创新的科学态度。

关 键 词 对坐标的曲面积分

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字等

育人主题 培养学生透过现象洞察本质，求真创新的科学态度.

素材长度 1586

1.对坐标的曲面积分

（1）有向曲面

曲面的分类:单侧曲面和双侧曲面(即有向曲面)

定义 5 设曲面 ),( yxzz  ，若取法向量朝上(


n与轴正向的夹角

 为锐角)，则曲而取定上侧，否则为下侧;对曲面 ),( zyxx  ，若


n的

方向与工正向夹角 为锐角，曲面取定前侧，否则为后侧：对曲面

),( zxyy  ，


n的方向与 y正向夹角  为锐角曲面取定右侧，否则为

左侧：若曲面为闭曲面，则取法向量的指向朝外，则此时取定曲面

的外侧，否则为内侧;取定了法向量即选定了曲面的侧，这种曲面称

为有向曲面.

拓展问题：有没有只有一个侧的曲面?

单侧曲面--莫比乌斯带:1858 年，德国数学家莫比乌斯把一根纸

条扭转 180°后，两头再黏结起来做成的纸带圈.普通纸带具有两个

面(即双侧曲面)，一个正面，一个反面，两个面可以涂成不同的颜

色;而这样的纸带只有一个面(即单侧曲面)，一只小虫可以爬遍整个

曲面而不必跨过它的边缘。这种纸带被称为“莫比乌斯带”.

思政元素

德国数学家莫比乌斯(Mobius，1790-1868)简介:莫比乌斯最初

学法学，1809 年转向数学，从 1809 年到 1814 年他在莱比锡大学

学数学并获博士学位.1814 年在莱比锡任天文学教师 1815 年他获得
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教授资格，一年后在高斯的推荐下成为特级教授和莱比锡天文台的

观测员. 1846 年他成为王家萨克森科学院建立成员之一 1848 年他

成为莱比锡天文台台长 1868 年 9 月 26 日逝世于莱比锡.

定理 6 设空间闭区域是由分片光滑的闭曲面∑所围成的，

函数 ),,( zyxP 、 ),,(),,( zyxRzyxQ 、 在上具有一阶连续偏导数，则

dsRQP

RdxdyQdzdxPdxdzdv
z
R

y
Q

x
P

)coscoscos(

)

 




















（
其中∑是

的整个边界曲面的外侧，  coscoscos 、、 是∑上点 ),, zyx（ 处的法

向量的方向余弦，称之为高斯公式.

思政元素

数学家高斯简介:约翰·卡尔·弗里德里希·高斯(Johann Carl

Friedrich Gauss，1777-1855)，德国著名数学家、物理学家、天文学

家、大地测量学家，近代数学莫基者之一，高斯是数学史上最重要

的数学家之一，有“数学王子”之称，高斯从小就展现了数学天赋，

三岁时便能指出他父亲账目上的错误，在他的人生中经历很多坎坷:

长期资助他研究工作的卡尔·威廉·斐迪南公爵在抵抗拿破仑的耶

拿战役阵亡，给他带来了经济上的拮据：妻子的逝世，也曾使得他

一度心灰意冷，但是他并没被挫折打倒，而是直面痛苦;在悲伤沮丧

中并没有颓废，而是在逆境中奋起，继续他的研究.

2.斯托克斯公式

定理 7 设厂为分段光滑的空间有向闭曲线，∑是以厂为边界的

分片光滑的有向曲面，Г的正向与∑的侧符合右手规则， RQP 、、

在包含曲面∑在内的一个空间区域内具有一阶连续偏导数，则有

dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
RRdzQdyPdx )()()(





















 


 

思政元素

数学家斯托克斯简介:斯托克斯(1819-1903)，英国数学家、力

学家 1819 年 8 月 13 日生于爱尔兰的一个小镇，1903 年 2 月 1 日卒
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于英国剑桥·斯托克斯是六兄妹中最小的一个，从小勤奋好学.中学

学习期间，由于父亲因病去世，家庭已负担不起他的生活开支，他

不能寄宿在学校，只能寄居在叔叔家中，但他依 努力学习.1837 年

在彭布罗克学院学习，以在数学方面优异的成绩获得了史密斯奖学

金(他是获得此奖学金的第一人).斯托克斯在对光学和流体动力学

进行研究时，推导出了在曲线积分中著名的“斯托斯公式”的定理。

直至现代，此定理在数学、物理学等方面都有着重要而深刻的影响.

注意:

（1）由两类曲面间关系，斯托克斯公式另一形式

)cos,cos,(cos,

cos
coscos





 













  nds
zyx

RdzQdyPdx
L

P
R

为∑的单

位法向量

（2）若∑是 xoy面上的一块闭区域，则斯托克斯公式变为格林

公式，即格林公式为斯托克斯公式的特例.

在积分学部分，所有积分统一于流形上的积分，按流形的维数

分为线积分(定积分、对弧长的曲线积分、对坐标的曲线积分)、面

积分(二重积分、对面积的曲线积分、对坐标的曲面积分)、体积分(三

重积分).两类曲线(面)积分，既有区别又有联系，可以相互转化，

统一于线(面)积分，三大公式(格林公式、高斯公式、斯托克斯公式)

从内容和逻辑两个维度相互蕴含，统一于流形上的斯托克斯定理.

思政元素

唯物辩证法--以联系发展的观点看问题.

分析评价 本案例由应用问题出发，创设情境，激发学生对曲线积分和曲面积

分的兴趣，培养学生求真创新的科学态度。通过介绍高斯、格林、

斯托克斯等数学家的生平，让学生学习数学家自强不息的精神品格，

树立独立解决问题的信心，培养学生尊重科学和热爱科学的习惯，

确立正确的人生观。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例编号 AME047

案例标题 常数项级数的概念

案例来源 购买

内容简介

从介绍中国古代的数学成就出发，引出常数项级数的相关定

义，让学生理解概念的同时对中国古代相关数学历史有了深入了

解，形成科学的历史观，激发同学们强烈的民族自豪感。

关 键 词 常数项级数；部分和；和；等比级数

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 形成科学的历史观，激发强烈的民族自豪感

素材长度 1020

案例正文

一．常数项级数的概念

首先，从公元前 300 年我国著名哲学家庄周所著的《庄子·天

下篇》里关于无穷级数的数学思想讲起，自然的引出无穷级数及其

收敛的概念。

再谈到魏晋时代，数学家刘徽应用无穷级数的概念来计算圆

的面积，发明割圆术，比西方早了一千多年。
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定义 1 设有数列 u1,u2,…,un…，称 1 2
1

n n
n
u u u u





      为

常数项级数，简称常数项级数。

其中 un称为级数的通项(或一般项或第 n项);
1

n

n k
k

S u


 称为级

数的部分和(或前 n项和);{Sn}称为级数的部分和数列.

由部分和数列{Sn}的敛散性有:

定义 2 若数项级数
1

n
n
u




 的部分和数列 nS 有极限，且极限

值为 s，即 lim =nn
S s


，则称级数

1
n

n
u




 收敛，极限值 s称为此级数的

和,此时 s=


1n
nu = u1+u2+…+un+…

当 lim nn
S


不存在时，则称级数

1
n

n
u




 发散．

思政元素：从公元前 300 年我国著名哲学家庄周所著的《庄

子·天下篇》里关于无穷级数的数学思想讲起，再谈到魏晋时代，

数学家刘徽应用无穷级数的概念来计算圆的面积，发明割圆术，

自然的引出无穷级数及其收敛的概念。

介绍无穷级数的历史和起源，展示数学之美，特别介绍我国

古代数学家的卓越贡献，培养科学的历史观，增强学生的自信心

和民族自豪感。

例 1 讨论如下几何级数（又称为等比级数）的敛散性。

解 如果 ，则部分和为

当 时， ，几何级数收敛；
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案例正文

当 时， ，所以 ，几何级数发散；

当 时， ，所以 ，几何级数发散；

当 时，这时级数成为 其部分和为

所以此时 的极限不存在，级数发散。

根据以上的讨论，可以得到几何级数的敛散性：

当 时，几何级数收敛，且其和
1
a
q
；当 时，几

何级数发散.

例 2 判别级数


1n )1(
1
nn

=
21

1


+
32

1


+…+
)1(

1
nn

+…的敛

散性.

解:由于 un= )1(
1
nn

=
n
1
-

1
1
n

,所以,Sn=1－ 1
1
n

→1

于是级数收敛于和 1.

分析评价

从介绍中国古代的数学成就出发，引出常数项级数的相关定义，让

学生理解概念的同时对中国古代相关数学历史有了深入了解，形成

科学的历史观，激发同学们强烈的民族自豪感。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处



170

案例编号 AME048

案例标题 正项级数及其审敛法

案例来源 购买

内容简介

由正项级数的引入，教给学生从特殊到一般的分析方法。通

过比较法和比值法，根值法的对比，让学生明白不要养成盲目依

靠别人的习惯，要加强自我修养，树立自力更生，自己的问题自

己解决的理念。

关 键 词 正项级数，比较判别法，比值判别法

编写时间 2022-3-1

编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题 从特殊到一般的分析方法；独立自主，自力更生

素材长度 1064

案例正文

一般情况下，利用定义或级数的性质来判别级数的敛散性是

很困难的，于是先介绍正项级数这一特殊的级数的敛散性问题，

再研究一般的级数。

一、正项级数的定义及审敛法

定 义 1 若 级 数 


1n
nu 中 的 每 一 项 都 是 非 负 的 ( 即

,2,1,0  nun )，则称级数


1n
nu 为正项级数.

思政元素：由正项级数谈到正能量，引导学生要有积极向上

的世界观、人生观、价值观，人人都应该汲取正能量、传播正能

量，做充满希望的人和事。

对于正项级数，由于 ，因而 ，所

以正项级数
1

n
n
u




 的部分和数列 必为单调增加数列，即

如果部分和数列 有界，则由数列极限存在准则知道，单

调有界数列必有极限，所以 存在，此时正项级数收敛；反之，

若正项级数收敛，即 ，则数列 必有界，由此得到如

下定理：
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定理 1 正项级数


1n
nu 收敛的充分必要条件是：它的前 n项部分和

数列 ns 有界.

借助于正项级数收敛的充分必要条件，我们可建立一系列具有

较强实用性的正项级数审敛法.

1、（比较审敛法）设 


1n
nu 和 



1n
nv 都是正项级数，且

),2,1(  nvu nn 则：

1) 如


1n
nv 收敛，则



1n
nu 亦收敛；

2) 如


1n
nu 发散，则



1n
nv 亦发散.

例 1 讨论 p 级数

 



ppp

n
p nn

1
3
1

2
111

1

的敛散性，其中 0p .

解 （1）若 10  p ，则 nn p  ，可得
nn p

11
 ；又因调和级

数


1

1
n n

发散，由定理 2 知


1

1
n

pn
发散.

（2）若 1p ， ns 有界，级数
1

1
p

n n




 （ ）是收敛的。

综上讨论，当 10  p 时， p 级数


1

1
n

pn
是发散的；当 1p

时， p 级数


1

1
n

pn
是收敛的。 p 级数是一个很重要的级数，在

解题中往往会充当比较审敛法的比较对象，其它的比较对象主要

有几何级数、调和级数等。

2、比值审敛法（达朗贝尔判别法）

若正项级数


1n
nu 满足 


n

n

n u
u 1lim ， 则：

（1）当 1 时，级数


1n
nu 收敛；

（2）当 1 (或  )时，级数


1n
nu 发散；

（3）当 1 时，级数


1n
nu 的敛散性用此法无法判定.
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注意：

1.比值审敛法不需要寻找参考级数，仅从自身出发就可以判

断正项级数的敛散性。

2.对于利用比值审敛法失效的情形(即 1 时)，其级数的敛

散性应另寻它法加以判定，通常可用构造更精细的比较级数来判

别.
例 2 判定下列级数的敛散性

（1）
1

1
1 2 3 ( 1)n n



      
（2）



1 !n

n

n
n

解（1）因
1

1 2 3 ( 1)nu n


    
，故 1 1lim lim 0 1n

n n
n

u
u n

 

 
   

由比值审敛法知该级数是收敛的.

（2）因
!n
nu
n

n  ，故

1)11(lim
)!1(

!)1(limlim
1

1 













e

nnn
nn

u
u n

nn

n

n
n

n

n


由比值审敛法知级数


1 !n

n

n
n

是发散的.

3、根值审敛法或柯西审敛法

若正项级数


1n
nu 满足 


n

nn
ulim ， 则：

（1）当 1 时，级数


1n
nu 收敛；

（2）当 1 (或  )时，级数


1n
nu 发散；

（3）当 1 时，级数


1n
nu 的敛散性用此法无法判定.

例 3 判定下列级数的敛散性

（1）
1

1
[ln(1 )]nn n



 

（2）
1

( )n
n n

b
a




 ，其中 lim ,nn

a a


 且 , , 0na b a 

解：（1）因
1

[ln(1 )]n nu
n




，则
1lim lim 0 1

ln(1 )
n

nn n
u

n


 
   


故原级数收敛.
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（2）因 ( )nn
n

bu
a

 ，则 lim limn
nn n

n

b bu
a a


 

   ，所以

当 1b
a
 ，即b a 时，原级数收敛；

当 1b
a
 ，即 b a 时，原级数发散；当 1b

a
 ，即 b a 时，由于

lim 0nn
u


 ，从而原级数发散。

思政元素：由正项级数的引入，教给学生从特殊到一般的分

析方法。通过比较判别法和比值判别法，根值判别法的对比，让

学生明白自己能解决的问题尽量不麻烦别人，不要养成盲目依靠

别人的习惯，要加强自我修养，树立独立自主，自力更生，自己

的问题自己解决的理念。

分析评价

由正项级数的引入，教给学生从特殊到一般的分析方法。通过比

较法和比值法，根值法的对比，让学生明白不要养成盲目依靠别

人的习惯，要加强自我修养，树立自力更生，自己的问题自己解

决的理念。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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通过讲解泰勒级数，麦克劳林级数，引导学生学习数学家泰

勒的伟大之处；通过学习间接展开法，鼓励学生要合理智慧的使

用已有的优秀成功，在此基础上继续努力，最终会有所突破。

关 键 词
泰勒公式，麦克劳林公式，泰勒级数，麦克劳林级数，间接展开

法
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编 著 者 余亚辉等，洛阳理工学院

素材形式 文字、图片等

育人主题
认识到大数学家泰勒的伟大之处，充分利用前任的智慧，继续突

破

素材长度 1366

案例正文

一、 泰勒级数

前面讨论了幂级数的收敛域及其和函数的性质．但在许多应

用中，我们遇到的却是相反的问题：给定函数 f(x) ，要考虑它是

否能在某个区间内“展开成幂级数”，也就是说，是否能找到这样

一个幂级数，它在某区间内收敛，且其和恰好就是给定的函数

f(x) ，如果能找到这样的幂级数，我们就说，函数在该区间内能

展开成幂级数，而这个幂级数在该区间内就表达函数 f(x) ．

1、泰勒公式

如果 f(x) 在点 0x 的某邻域内有直到 1n  的导数．则对此邻域

内任一 x有

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
nf x f x f x

f x f x x x x x x x
n

 
       

   
   

1
1

01 !

n
nf

x x
n


 


，（其中 在 x与 0x 之间）

上式称为 f(x) 的 n 阶泰勒展开式或泰勒公式，利用泰勒公式，我

们可以用一个关于  0x x 的 n次多项式.

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1 2

n
n

n

f x f x f x
p x f x x x x x x x

n
 

       
！ ！ ！

（也称为泰勒多项式）来近似的表达函数
 f x

，并可通过余项
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 
   
   

1
1

0( ) ( )
1

n
n

n n

f
R x f x p x x x

n


   
 ！

估计误差．

在泰勒公式中，当 0 0x  时，记 x  ，0 1〈〈 ，此时公式成为

               
 

1
2 1`0 0 0

0 ...
1 2 ! 1 !

n n
n nf f f f x

f x f x x x x
n n




 
     

！ ！

称为  f x 的麦克劳林公式，或称为按 x的幂展开的泰勒公式．

思政元素：数学家泰勒的故事。

通过介绍数学家泰勒的优点和缺点，教导学生在学习科学家优

点的同时，也要认识到不足之处，同时反省自身，做到扬长避短。

2、泰勒级数

如果  f x 在点 0x 的某邻域内具有各阶导数  f x ，

 f x ，…，    nf x ，…，我们称级数

         
     20 0

0 0 0 0 0... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

为  f x 在 0x x 的泰勒级数．特别当 0 0x  时，则称它为  f x 的

麦克劳林级数．即

         20 0
0 0 ... ...

2! !

n
nf f

f f x x x
n


    

泰勒级数是泰勒多项式从有限项到无限项的推广，于是，带来了

两个问题：一个是该级数在什么条件下收敛，二是该级数是否收

敛于函数  f x ，关于这些问题，有下述定理．

定理 设函数  f x 在点 0x 的某一邻域内具有各阶导数，则

 f x 在该邻域内能展开成泰勒级数的充要条件是  f x 的泰勒公

式中的余项  nR x 当n时的极限为零．即

 lim nn
R x


=0。

布鲁克·泰勒（Brook Taylor 1685 年 8

月 18 日－1731 年 11 月 30 日）英国

著名数学家，有限差分理论的奠基

者，主要以泰勒公式和泰勒级数出

名，同时还是一位富有才华的音乐家

和画家。虽然泰勒是一名非常杰出的

数学家，但是泰勒的写作风格过于简

洁，不喜欢明确和完整地把他的思路

写下来，因此他的许多证明没有遗留

下来，这也是他的许多创见未能获得

更高声誉的一个原因。

https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%AE%B6/1210991
https://baike.baidu.com/item/%E6%B3%B0%E5%8B%92%E5%85%AC%E5%BC%8F/7681487
https://baike.baidu.com/item/%E6%B3%B0%E5%8B%92%E7%BA%A7%E6%95%B0/7289427
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特别地，当 00 x 时

 





 n
n

x
n

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2

称为函数 )(xf 可展开成麦克劳林级数.

显然，将函数 )(xf 在 0xx  处展开成泰勒级数，可通过变量替换

0xxt  ，化归为函数 )()()( 0 tFxtfxf  在 0t 处的麦克劳林

展开.因此，我们将着重讨论函数的麦克劳林展开.

二、 函数展开成幂级数的方法

1、直接展开法

由以上讨论结果可以看出，直接按公式将所给函数  f x 展开成 x的
幂级数的步骤是；

（1） 求出  f x 各阶导数  f x ，  f x ，…，
   nf x ，…，

（2） 求          0 0 0 0, , ,...., ,...nf x f x f x f x  ；

（3） 求出幂级数

         
     20 0

0 0 0 0 0.... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

求出收敛半径 R；

（4） 考察余项  nR x 的极限，并给出收敛域。

例 1 将函数  f x = xe 展开成 x的幂级数

解 求出各阶导数

 f x = xe ，  f x = xe ，…，
   nf x = xe ，…

于是  0 1f  ，  0 1f   ，  0 1f   ，…，
   0 1nf  ，…

故得级数
2

1 ... ...
2! !

nx xx
n

    

它的收敛半径为 R  
对于任何有限数 x， （ 在 0 与 x之间）余项的绝对值为

     

1
1

1 ! 1 !

n
xn

n

xeR x x e
n n

 

 
 

因为
xe 有限，而

 

1

1 !

nx
n




是收敛级数的一般项，所以，当 n时，

 

1

1 !

nx
n




xe  0 即  lim nn

R x


=0

所以得展开式
xe =

2

1 ... ...
2! !

nx xx
n

      x   

这种直接方法计算量较大，而且最后要考察余项 nR 是否收敛于零，这

是一件很不容易的事情．
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2 间接展开法

以上两个例子是用直接方法（直接按公式

   0
!

n

n

f
a

n
 计算幂级数的

系数）展开成幂级数的，下面，我们利用幂级数本身的性质，如四则运算，

逐项微分，逐项积分等，把函数  f x 展开成为 x的幂级数，这样计算简

单，而且往往可以避免直接研究余项，根据函数展开的唯一性，可知这与

直接方法所得的结果一样．

例 1 已知函数   sinf x x 展开成 x的幂级数

sin x     
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


（ x   ）

把函数  =f x cosx展开成 x的幂级数

解 如把它逐项微分，就得到

cos x =    
2 4 2

1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

n
      （ x   ）

思政元素:间接展开法告诉我们，转换解题的思路，可能会使问题解决

更便捷，但间接展开法的使用也离不开直接展开法做好的铺垫，因此，一

个人的成功离不开前人的指引和启迪，科学上的进步更是要靠一代一代人

前赴后继不断努力的结果。

分析评价

通过讲解泰勒级数，麦克劳林级数，引导学生学习数学家泰勒的

伟大之处；通过学习间接展开法，鼓励学生要合理智慧的使用已

有的优秀成功，在此基础上继续努力，最终会有所突破。

评 价 者 杨存典教授，商洛学院学生处
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案例介绍被称为黄金分割数列的斐波那契数列，通过思考该数列的
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既有成果，在此基础上继续努力，最终有所突破。
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案例正文

一．数学文化，引出课程

斐波那契数列（ Fibonacci sequence )，又称黄金分割数列，因

数学家莱昂纳多。斐波那契以兔子繁殖为例而引人，故又称“免子

数列”，指的是这样一个数列：0、1、1、2、3、5、8、13、21、34、…，

该数列在现代物理、准晶体结构、化学等领域都有直接的应用，还

可以在植物的叶、枝、茎等排列中发现，观察延龄草、野玫瑰、南

美血根草、大波斯菊、金风花、耧斗菜、百合花、蝴蝶花的花瓣，

可以发现它们花瓣数目具有斐波那契数：3、5、8、13、21……
在数学上，斐波那契数列以如下递推的方法定义：

(0) 0, (1) 1, ( ) ( 1) ( 2)( 2, N*)F F F n F n F n n n        如何来求

该数列通项 ( )F n 呢？为了解决这个问题，需要引人函数展开成幂

级数

思政元素

神奇的斐波那契数列,又称黄金比数列，经常出现在我们眼前，

比如松果、凤梨、树叶的排列，某些花朵的花瓣数，蜂巢，蜻蜒翅

膀，超越数 e ，黄金分割，黄金矩形、角螺线、十二平均律等

育人目标

数学与生活密不可分，学好数学，把数学作为工具，去研究客

观世界，服务与生产和生活。

二．带着问题，给出概念

1 泰勒公式的定义

定理 1 如果  f x 在点 0x 的某邻域内有直到 1n  的导数．则对

此邻域内任一 x有
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           
     20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
nf x f x f x

f x f x x x x x x x
n

 
       

   
   

1
1

01 !

n
nf

x x
n


 


，（其中在 x与 0x 之间）

上式称为  f x 的 n 阶泰勒展开式或泰勒公式，利用泰勒公式，我

们可以用一个关于  0x x 的 n 次多项式

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1 2

n
n

n

f x f x f x
p x f x x x x x x x

n
 

       
！ ！ ！

（也称为泰勒多项式）来近似的表达函数  f x ，并可通过余项

 
   
   

1
1

0( ) ( )
1

n
n

n n

f
R x f x p x x x

n


   
 ！

估计误差。

2. 泰勒级数的定义

如果  f x 在点 0x 的某邻域内具有各阶导数  f x ，  f x ，…，

   nf x ，…，我们称级数

        
     20 0

0 0 0 0 0... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

为  f x 在 0x x 的泰勒级数．特别当 0 0x  时，则称它为  f x 的麦

克劳林级数．即

         20 0
0 0 ... ...

2! !

n
nf f

f f x x x
n


    

泰勒级数是泰勒多项式从有限项到无限项的推广，于是，带来了两

个问题：一个是该级数在什么条件下收敛，二是该级数是否收敛于

函数  f x ，关于这些问题，有下述定理．

定理 设函数  f x 在点 0x 的某一邻域内具有各阶导数，则  f x 在

该邻域内能展开成泰勒级数的充要条件是  f x 的泰勒公式中的余
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项  nR x 当 n时的极限为零．即  lim nn
R x


=0。

三．深化概念，探讨算法

由以上讨论结果可以看出，直接按公式将所给函数  f x 展开成 x

的幂级数的步骤是；

（5） 求出  f x 各阶导数  f x ，  f x ，…，    nf x ，…，如

果在 0x （主要讨论 0 0x  的情形）处某阶导数不存在，就

停止进行；

（6） 求函数及各阶导数在 0x 处的值

         0 0 0 0, , ,...., ,...nf x f x f x f x  ；

（7） 求出幂级数

        
     20 0

0 0 0 0 0.... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

的收敛半径R；

（8） 考察当 x在收敛区间  ,R R 内时余项  nR x 的极限

 lim nn
R x


=

   
   

1
1

0lim
1 !

n
n

n

f
x x

n








（其中在 x与 0x 之

间）

是否为零，如果为零，则第三步求出的幂级数就是函数

 f x 的幂级数展开式；如果不为零，幂级数虽然收敛，但它的

和并不是所给的函数  f x 。

例 1 将函数  f x = xe 展开成 x的幂级数

解 求出各阶导数

 f x = xe ，  f x = xe ，…，    nf x = xe ，…

于是  0 1f  ，  0 1f   ，  0 1f   ，…，    0 1nf  ，…

故得级数 21 / 2! ... / ! ...nx x x n    

它的收敛半径为 R  ，

对于任何有限数 x， （在 0 与 x之间）余项的绝对值为
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     

1
1

1 ! 1 !

n
xn

n

xeR x x e
n n

 

 
 

因为 xe 有限，而
 

1

1 !

nx
n




是收敛级数的一般项，所以，当 n时，

 

1

1 !

nx
n




xe  0 即  lim nn

R x


=0

所以得展开式 xe =
2

1 ... ...
2! !

nx xx
n

      x   

例 2 将函数   sinf x x 展开成 x的幂级数．

解 求出各阶导数

 f x = cos x ,  f x = sin x ,  f x = cos x ,…,

   nf x =sin
2

x n  
 

,…

于是，  0f =0，  0f  =1，  0f  =0，  0 1f    ，…，顺序循

环得这几个数：0，1，0， 1 ，于是得级数。

思政元素

函数展开成幂级数蕴含着“由简单到复杂”的原理，与复杂问

题简单化相对立，“简单问题复杂化”看似复杂，其实是为了新的

解决思路，也是一种智慧。

工程中需要计算一些非特殊函数值，往往需要通过将函数展开

成幂级数来近似计算，虽然只是近似值，但是这种方法确实解决问

题的好方法。

四．巩固练习，拓展应用

从前面例题发现，用泰勒公式展开一个函数的难易程度取决于

该函数的任意阶导数是否容易得到，在实际问题当中，对于一般的

函数我们很难得到它的任意阶导数，而且讨论余项的收敛区间也很

繁琐、这也意味着用泰勒公式展开一个函数的方法还需要考虑别的

方法加以完善，下面介绍另外一种方法﹣间接展开法

下面，我们利用幂级数本身的性质，如四则运算，逐项微分，

逐项积分等，把函数  f x 展开成为 x的幂级数，这样计算简单，而

且往往可以避免直接研究余项，根据函数展开的唯一性，可知这与

直接方法所得的结果一样．
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sin x     
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


（ x   ）

如把它逐项微分，就得到

cos x=    
2 4 2

1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

n
      （ x   ）

例 3 将函数    ln 1f x x  展开成 x的幂级数．

解 因为   1
1

f x
x

 


，而
1

1 x
是收敛的几何级数  

0
1 n n

n
x







（-1＜ x＜1） 的和函数，即

 2 31 1 ... 1 ...
1

n nx x x x
x
       


（-1＜ x＜1）

所以将上式从 0 到 x逐项积分，得

   
2 3 4 1

ln 1 ... 1 ...
2 3 4 1

n
nx x x xx x
n



        


（-1＜ x≤1）

此展开式对于 x =1 也是正确的，于是有

  11 1 1 1ln 2 1 ... 1 ...
2 3 4

n

n
        ．

例 5 将

函数  f x =sin x展开成
4

x   
 

的幂级数

解 因为 sin x = sin
4 4

x        

=sin cos cos sin
4 4 4 4

x x           
   

= 1 cos sin
4 42

x x               

用公式表中（2）、（3）得

2 4

4 4cos 1 ...
4 2! 3!

x x
x

 


                 
 

 x   

3 5

4 4sin ...
4 4 3! 5!

x x
x x

 
 

                      
   

 x   
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两式相加，就有
2 3

1 4 4sin 1 ...
4 2! 3!2

x x
x x

 


                       
 
 

 x   

思政元素

间接展开法告诉我们，合理利用已有成果，可能处理起来更便

捷，牛顿说：“我之所以能成功，是因为我站在巨人的肩上，”一个

人的成功离不开前人的指引和提拔，或者科学上的进步是要靠一代

一代人前赴后继不断努力的结果。

五．教学反思

本教学设计先介绍被称为黄金分割数列的斐波那契数列，通过

思考该数列的通项形式引出函数展开成幂级数，再讲解泰勒公式、

麦克劳林公式、泰勒级数和麦克劳林级数的定义，以及函数展成幂

级数的直接方法和间接方法，最后讲解例题和应用案例．教育学生

既要认识到大数学家泰勒的伟大之处，也要摒弃他不喜欢明确和完

整地把他的思路写下来的陋习，通过间接展开法，鼓励学生合理利

用他人的智慧和既有成果，在此基础上继续努力，最终有所突破。

分析评价

本案例介绍被称为黄金分割数列的斐波那契数列，通过思考该数列

的通项形式引出函数展开成幂级数。鼓励学生合理利用他人的智慧

和既有成果，在此基础上继续努力，最终有所突破。

评价者 杨存典教授，商洛学院学生处
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